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Afier¸netai svthn oikogènei� mou:

Iw�nnh, QrÔsva, Ajhn� kai AnasvtasvÐa,

pou mou dÐdaxan poll� me polloÔc trìpouc.



Wir müssen wissen. Wir werden wissen.
D. Hilbert (1862-1943)



PerÐlhyh

Ο σvτόχος της παρούσvας διπλωματικής εργασvίας είναι να περιγράψει μια έμμεσvη σvύνδεσvη

των Μερικών Διαφορικών Εξισvώσvεων (ΜΔΕ), με τη θεωρία των Πιθανοτήτων και τη

Στοχασvτική Ανάλυσvη. Η σvύνδεσvη αυτή ανακαλύφθηκε αρχικά από τον R. Feynman, αλλά
επεκτάθηκε και αυσvτηροποιήθηκε με την έρευνα του Μ. Kač οδηγώντας σvτην περίφημη
Feynman-Kač formula. Χρησvιμοποιώντας πιθανοθεωρητικές μεθόδους θα δείξουμε ότι,
υπό κατάλληλες προϋποθέσvεις, οι λύσvεις μιας σvυγκεκριμένης κλάσvης ΜΔΕ (παραβολικού

τύπου) επιδέχονται μια σvτοχασvτική αναπαράσvτασvη. Η θεωρία αυτή έχει σvημαντικότατες

εφαρμογές. Αρχικά, χρησvιμοποιείται σvτην κλασvική απόδειξη του Kač του γνωσvτού Νό-
μου του Arc-sine του P. Lévy·τα όποια θεωρητικά αποτελέσvματα ενισvχύονται με αρκετούς
αριθμητικούς υπολογισvμούς. Στη σvυνέχεια, σvυνδυάζουμε πορίσvματα της Feynman-Kač
θεωρίας με τη θεωρία των Στοχασvτικών Μοντέλων των Επιτοκίων με σvτόχο την τιμολόγησvη

ομολόγων σvε σvυνθήκες μη κερδοσvκοπίας. Ως εφαρμογή, μελετούμε με πιθανοθεωρητικές

μεθόδους το μοντέλο του Vasiček και το μοντέλο των Ho-Lee καταλήγοντας σvε αναλυτικούς
τύπους της τιμής του ομολόγου. Στο παράρτημα παρατίθεται ένας αλγόριθμος τύπουMonte
Carlo τιμολόγησvης ομολόγων, δοθέντος ενός σvτοχασvτικού μοντέλου των επιτοκίων.

Λέξεις και φράσvεις κλειδιά: αναπαράσvτασvη λύσvεων με ολοκληρώματα διαδρομών, Feyn-
man Kač formula, νόμος του Arc-sine, μοντέλο του Vasiček, μοντέλο των Ho-Lee.
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Abstract

The purpose of this thesis is to describe a subtle connection of Partial Differential Equa-
tions (PDEs), with the theory of Probability and Stochastic Analysis. The latter link
was originally discovered by R. Feynman, but was further extended and made rigorous
by the research work of Μ. Kač resulting to the famous Feynman-Kač formula. Using
probabilistic methods we will prove that, under suitable conditions, the solutions of a
particular class of PDEs (of parabolic type) are subject to a stochastic representation.
This theory has major applications. Firstly, we adopt it to re-derive the classical proof
of Kač of the famous Lévy’s Arc-sine Law; every theoretical result is tested by many
numerical computations. Next, we combine the Feynman-Kač results with the theory
of Stochastic Interest Rate Modeling resulting in the zero-coupon bond pricing formula
under no arbitrage conditions. As an application, we study via probability methods the
Vasiček and the Ho-Lee model, providing solutions in closed form. In the appendix,
we provide a Monte Carlo algorithm of bond pricing, given a stochastic model of the
interest rates.

Keywords and phrases: path integral representation; Feynman-Kač formula; Arc-sine
law; interest rate modeling; Vasiček model; Ho-Lee model.
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Prìlogoc

Η παρούσvα διπλωματική εργασvία έχει σvτόχο να δώσvει μια σvυνοπτική περιγραφή της σvύν-

δεσvης της Θεωρίας Πιθανοτήτων και της ευρύτερης περιοχής των Μερικών Διαφορικών Ε-

ξισvώσvεων (ΜΔΕ). Αποτελεί την ολοκλήρωσvη των προπτυχιακών μου σvπουδών σvτη Σχολή

Εφαρμοσvμένων Μαθηματικών και Φυσvικών Επισvτημών (ΣΕΜΦΕ) του Εθνικού Μετσvόβιου

Πολυτεχνείου.

Θέλω να πισvτεύω πως σvτις σvελίδες που ακολουθούν παρέχεται μια καλή, πρώτη προσvέγ-

γισvη σvτην επίλυσvη με Πιθανότητες ντετερμινισvτικών ΜΔΕ, εκφράζοντας τις λύσvεις αυτών

(όποτε υπάρχουν) ως path integrals. Τα τελευταία θα μπορούσvαν να αποδοθούν σvτα ελλη-
νικά ως ῾῾ολοκληρώματα πάνω σvε διαδρομές᾿᾿ και εισvήχθησvαν ευρετικά για πρώτη φορά από

τον μεγάλο Φυσvικό Richard Feynman κατά την επαναδιατύπωσvη της Κβαντομηχανικής σvτη
διδακτορική του διατριβή σvτο Princeton το 1942.
Από τότε, διάφοροι μαθηματικοί και μαθηματικοί φυσvικοί προσvπάθησvαν να θεμελιώσvουν

αυσvτηρά τα όσvα ο Feynman διαισvθητικά εννοούσvε, αλλά χωρίς ένα γενικό αποτέλεσvμα.
Παρ΄ όλα αυτά, το 1949 ο Μαθηματικός Mark Kač έδειξε με μια ευφυή απόδειξη, ότι η
εξίσvωσvη του Schrο̈dinger της Κβαντομηχανικής μπορούσvε να μετασvχηματισvτεί σvτη γνωσvτή
Μερική Διαφορική Εξίσvωσvη της θερμότητας για την οποία το μετασvχηματισvμένο ῾῾ολοκλή-

ρωμα᾿᾿ του Feynman αναγόταν σvτο ολοκλήρωμα Wiener, ένα γνήσvιο ολοκλήρωμα με την
Lebesgue έννοια της αριθμήσvιμης αθροισvτικότητας. Οι μετέπειτα καρποί της έρευνας των
Robert Cameron, Tosio Kato και Edward Nelson εμφύσvησvαν το όνειρο σvε κάθε φυσvικό
ότι πιθανότατα ολόκληρη η Φυσvική θα μπορούσvε να ξαναγραφτεί σvε όρους ῾῾αθροισvμάτων

ισvτοριών᾿᾿. Αλλά και το γενικό όφελος για τα Μαθηματικά ήταν μεγάλο·για πολύ γενικές
ΜΔΕ, των οποίων η ύπαρξη λύσvης και μόνο θα ήταν ένα ιδιαίτερα απαιτητικό πρόβλημα, η

Feynman-Kač formula μας παρέχει (κάτω από κάποιες ῾῾χαλαρές᾿᾿ προϋποθέσvεις) τη μορφή
της λύσvης σvε ῾῾κλεισvτό τύπο᾿᾿. ΄Ετσvι, γίνεται ευκολότερη η μελέτη ασvυμπτωτικών ιδιοτήτων

ΜΔΕ όπως η ευσvτάθεια λύσvης, η έκρηξη λύσvης κ.ά.

Η επονομαζόμενη Feynman-Kač formula έγινε εξαιρετικά χρήσvιμη για διάφορους λό-
γους, ταύτοχρονα για τα Μαθηματικά και τη Φυσvική, αλλά δε λύνει από μόνη της το

πρόβλημα απόδοσvης νοήματος σvτο ολοκλήρωμα του Feynman. Η Feynman-Kač formula
προτείνει, ωσvτόσvο, μια πρώτη προσvέγγισvη σvτο εν λόγω ολοκλήρωμα. Επιπρόσvθετα, ένα

τέτοιο αποτέλεσvμα μπορεί να χρησvιμοποιηθεί σvτις εφαρμογές.

Μια σvημαντική εφαρμογή αυτής της θεωρίας των path integrals αποτέλεσvε μια νέα
απόδειξη του Νόμου του Τόξου Ημιτόνου (Arcsin Law) του Paul Lévy από τον Kač.
Ο νόμος αυτός έχει τεράσvτια πρακτική χρησvιμότητα και μπορεί να χρησvιμοποιηθεί για να
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κατανοηθούν φαινόμενα που μεταβάλλονται με μια τυχαία μορφή και που αντίκεινται ιδιαί-

τερα σvτη διαίσvθησvή μας.

Επιπρόσvθετα, τα τελευταία είκοσvι χρόνια υπήρξε μια πρωτοφανής αύξησvη της ζήτησvης

εργαλείων και μεθόδων της λεγόμενης Στοχασvτικής Ανάλυσvης από τον αναπτυσvσvόμενο

κλάδο των Μαθηματικών Χρηματοοικονομικών (Mathematical Finance, MF). Εκεί, σvτο-
χασvτικές μέθοδοι χρησvιμοποιούνται για τη διαχείρισvη κινδύνων και την τιμολόγησvη των

διαφόρων χρηματοοικονομικών προϊόντων και των παραγώγων (options) αυτών.
Σε αντίθεσvη με ό,τι σvυμβαίνει σvε άλλες περιοχές των παραγώγων, η μοντελοποίησvη

των επιτοκίων (interest-rate modeling) είναι ένας κλάδος του MF όπου ως τώρα δεν έχει
προταθεί κάποιο γενικό μοντέλο ως ῾῾πρότυπο᾿᾿ σvημείο αναφοράς1. Στην πραγματικότη-

τα, υπάρχουν σvτην αγορά τέτοια πρότυπα μοντέλα για τις διάφορες υποκατηγορίες των

παραγώγων των επιτοκίων. Ωσvτόσvο, αυτά δε σvυμβαδίζουν, σvυνήθως, με τη θεωρία και δε

μπορούν να χρησvιμοποιηθούν από κοινού για την τιμολόγησvη άλλων παραγώγων με υπο-

κείμενο τίτλο επιτόκια. Η (σvτοχασvτική) αναπαράσvτασvη των τιμών τέτοιων προϊόντων που

δίνει η Feynman-Kač formula μπορεί να χρησvιμοποιηθεί ως μια εναλλακτική προσvέγγισvη
σvτην τιμολόγησvη με κυριότερο όπλο της τη δυνατότητα σvτοχασvτικής προσvομοίωσvης. Στην

πράξη, μια αναλυτική λύσvη μπορεί να είναι περισvσvότερο ῾῾επίπονο᾿᾿ να βρεθεί υπολογισvτικά

με ακρίβεια, από ότι μια αριθμητική προσvέγγισvή της.

Μια σvύντομη περιγραφή των περιεχομένων ακολουθεί·για περισvσvότερες λεπτομέρειες ο
αναγνώσvτης παραπέμπεται σvτον Πίνακα Περιεχομένων.

Perigraf  twn perieqomènwn an� kef�laio

Το Κεφ. 1 αποτελεί μια σvύνοψη των προαπαιτούμενων, μαθηματικών εννοιών που χρησvι-
μοποιούνται σvτα μετέπειτα μέρη αυτής της εργασvίας. Συγκεκριμένα, σvτην §1.1 παρατίθεται
μια επέκτασvη των μεθόδων της Στοχασvτικής Ανάλυσvης σvτον χώρο L2

LOC εισvάγοντας την

θεμελιώδη έννοια του local martingale. Στην §1.2 σvυνοψίζονται για λόγους πληρότητας και
σvημείου αναφοράς τα αρκετά γνωσvτά αποτελέσvματα του τύπου του Itô. Ακολούθως, σvτις
§1.3-1 και §1.3-3 αναλύονται σvυνοπτικά οι κεντρικότερες ιδιότητες των μετασvχηματισvμών
Fourier και Laplace αντίσvτοιχα. Οι ολοκληρωτικοί μετασvχηματισvμοί αυτοί είναι ένα πολύ
χρήσvιμο εργαλείο επίλυσvης διαφορικών εξισvώσvεων κατάλληλης μορφής μετασvχηματίζοντάς

τες σvε απλούσvτερες. Η μετέπειτα εργασvία έχει χωρισvτεί σvε δύο μέρη.

Το Μέρος Ι περιέχει εφαρμογές των Πιθανοτήτων σvτη Μαθηματική Ανάλυσvη. Αρχικά,

το Κεφ. 2 αποτελεί μια μικρή περιγραφή του πως ισvτορικά γεννήθηκε η ιδέα των path inte-
grals σvτο μυαλό του Feynman, αναλύοντας την ισvχυρή διαισvθητική τους έλξη. Στο Κεφ. 3
επιλύονται (ντετερμινισvτικές) Μερικές Διαφορικές Εξισvώσvεις χρησvιμοποιώντας μεθόδους

της Θεωρίας Πιθανοτήτων και σvυνεπώς σvυνδέοντας δύο φαινομενικά ασvύνδετων κλάδων

των Μαθηματικών. Στην §3.6 τονίζεται ένα από τα μεγαλύτερα οφέλη αυτής της προσvέγ-
1To gnwsvtì <<LIBOR market model>> anadÔetai wc ènac pijanìc upoy fioc gia autì to rìlo.
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γισvης: η εναλλακτική δυνατότητα σvτοχασvτικής προσvομοίωσvης ντετερμινισvτικών εξισvώσvεων

(μοντέλων). Επίσvης, σvτο Κεφ. 4 αναλύεται πρώτα η χρησvιμότητα του Νόμου του Arcsin
μέσvα από μια πληθώρα αριθμητικών παραδειγμάτων και ακολουθεί έπειτα η πιθανοθεωρητική

του απόδειξη από τον Kač.
Το Μέρος ΙΙ αποτελεί εφαρμογή της προηγούμενης θεωρίας σvτα Χρηματοοικονομικά.

Το Κεφ. 5 εισvάγει τον αναγνώσvτη σvε κάποιες προαπαιτούμενες έννοιες της αγοράς των
ομολόγων. Μαθηματικές και Χρηματοοικονομικές γνώσvεις κατασvτρατηγούνται σvτο Κεφ. 6
για τιμολόγησvη ομολόγων μέσvω σvτοχασvτικής μοντελοποίησvης των επιτοκίων.

Τέλος, σvτο Παράρτημα παρέχονται σvυμπληρωματικές έννοιες της Στοχασvτικής Ανάλυσvης,

καθώς και ο κώδικας των υλοποιήσvεων αυτής της εργασvίας.

Perigraf  thc svtoiqeiojèthsvhc thc ergasvÐac

Η εργασvία αυτή σvτοιχειοθετήθηκε από τον γράφοντα σvε περιβάλλον LATEX και ένα μέρος της
σvε X ELATEX (ένα σvύσvτημα σvτοιχειοθεσvίας που επεκτείνει το LATEX ώσvτε να δουλέψει με το
Unicode και με μοντέρνα format γραμματοσvειρών, όπως το OpenType) αντιμετωπίζοντας
σvτην αρχή τρομερά προβλήματα σvτη σvυγγραφή ενός δίγλωσvσvου κειμένου με κύρια γλώσv-

σvα την Ελληνική. Οι δυνατότητες αυτού του λογισvμικού ανοικτού κώδικα (open-source)
εκμεταλλεύτηκαν σvτο έπακρο. Σε αυτό το σvημείο πρέπει να τονισvτεί πως δόθηκε έμφασvη

πρώτα σvτον ηλεκτρονικό αναγνώσvτη του ηλεκτρονικού βιβλίου (ebook), και δευτερευόντως
σvτον ῾῾παραδοσvιακό᾿᾿ αναγνώσvτη του χαρτιού·αν ικανοποιούνται οι ανάγκες του πρώτου, αυ-
τομάτως ικανοποιούνται και του δευτέρου. Οι παραπομπές σvε διάφορα σvημεία του κειμένου

είναι αρκετές, κάτι που ενώ είναι ῾῾ένα πάτημα του ποντικιού᾿᾿ ηλεκτρονικά, πιθανότατα να

κουράζει σvε μια εκτυπωμένη έκδοσvη. Οι εικόνες απεικονίσvτηκαν από το λογισvμικό ανοικτού

κώδικα ῾῾R᾿᾿, έπειτα από εκτενείς αριθμητικούς υπολογισvμούς.
Για τη βελτίωσvη της αισvθητικής εικόνας του κειμένου, και κατά σvυνέπεια της ανάγνωσvης

και κατανόησvης των εννοιών που ακολουθούν, δημιουργήθηκε επίσvης ένα LATEX style file
(επέκτασvης .sty) που επανορίζει όλη τη δομή (απόσvτασvη από το περιθώριο, σvτυλ επικε-
φαλίδων, κεντράρισvμα εικόνων κ.ά.). Σημαντική βοήθεια σvε όλους τους κανόνες ορθής

σvτοιχειοθέτησvης κειμένου παρείχε η ῾῾Βίβλος᾿᾿ της Τυπογραφίας The Chicago Manual of
Style [12].
΄Οσvον αφορά την λογική οργάνωσvη του κειμένου:

• Θα ήταν χρήσvιμο ο αναγνώσvτης να σvυμβουλευτεί τη σvυνοπτική Λίσvτα Συμβολισvμών
της σvελίδας 148 πριν αρχίσvει την ανάγνωσvη αυτής της εργασvίας, και να επανέρχεται

σvε αυτήν όποτε κρίνει απαραίτητο.

• Μετά από τα Περιεχόμενα ακολουθούν τρεις σvυγκεντρωτικές λίσvτες όλων των Ει-
κόνων, Πινάκων και Αλγορίθμων αυτής της εργασvίας αντίσvτοιχα. Η τελευταία λίσvτα

δεν παρέχεται ως έτοιμη εντολή από το λογισvμικό που χρησvιμοποιήθηκε, κι έτσvι

κατασvκευάσvτηκε εκ νέου για λόγους σvυνέπειας και πληρότητας.
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• Στη σvελ. 149 υπάρχουν όλες οι βιβλιογραφικές αναφορές που χρησvιμοποιήθηκαν. Να
σvημειωθεί ότι η Βιβλιογραφία δημιουργήθηκε αυτόματα με τη βοήθεια του BibTEX
δημιουργώντας εύκολα μια βάσvη δεδομένων από την τοποθεσvία MathSciNet.

• Τέλος, σvτη σvελ. 155 παρέχεται ένα πλήρες Ευρετήριο όλων των βασvικών όρων αυτής
της εργασvίας. Το Ευρετήριο αυτό είναι ελληνοαγγλικό! Επειδή το LATEX ταξινομεί
μέχρι σvτιγμής μόνο αγγλικές λέξεις, δημιουργήθηκε ένα πρόγραμμα σvε Java που
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Perieqìmena

Υπάρχουν 1011
αστέρια στον γαλαξία. Αυτό

συνήθως ήταν ένα μεγάλο νούμερο. Αλλά

είναι μόνο 100 δις. Είναι λιγότερο από το

δημοσιονομικό έλλειμμα! Συνηθίζαμε να τους

αποκαλούμε αστρονομικούς αριθμούς. Στη

σημερινή εποχή πρέπει να τους αποκαλούμε

οικονομικούς αριθμούς.

Richard Feynman (1918-1988)
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Kef�laio 1
Majhmatik� ProapaitoÔmena

Η πιο όμορφη ιδιότητα της κίνησης Brown εί-
ναι η ίδια της η ύπαρξη.

Ανώνυμος

Το κεφάλαιο αυτό έχει σvτόχο να παρέχει σvτον αναγνώσvτη μια σvύντομη περίληψη των

εννοιών που θα χρειασvτούν σvτα μετέπειτα. Κατά φυσvικό τρόπο, λοιπόν, ξεκινάμε με μια εισ-

vαγωγή σvε έννοιες της Στοχασvτικής Ανάλυσvης. Συγκεκριμένα, σvτην §1.1 επιχειρηματολο-
γούμε γιατί είναι αναγκαία μια πιο γενική θεώρησvη του ῾῾κλασvικού᾿᾿ σvτοχασvτικού ολοκληρώ-

ματος, από ότι αυτό έχει ορισvτεί σvτο Προπτυχιακό μάθημα του Στοχασvτικού Λογισvμού

(βλ. [87] και [74]). Σκεπτόμενοι ῾῾τοπικά᾿᾿ σvτην §1.1-1 περιγράφουμε εν σvυντομία τις γενικές
αρχές αυτής της επέκτασvης και δίνουμε κάποια γενικά αποτελέσvματα που σvχετίζονται με

την κεντρική έννοια του local martingale. Επίσvης, σvτην §1.2 παρατίθενται για λόγους
πληρότητας τα αρκετά γνωσvτά αποτελέσvματα του τύπου του Itô και αναλύεται η χρησvιμότη-
τά του σvτον υπολογισvμό του σvτοχασvτικού ολοκληρώματος της κίνησvης Brown, όπως αυτά
ορίσvτηκαν το 1944 από τον Kiyoshi Itô σvτο άρθρο [41]. Επιπρόσvθετα, σvτις §1.3-1 και §1.3-3
αναλύονται σvυνοπτικά οι κεντρικότερες ιδιότητες των μετασvχηματισvμών Fourier και Laplace
αντίσvτοιχα. Οι ολοκληρωτικοί μετασvχηματισvμοί αυτοί είναι ένα πολύ χρήσvιμο εργαλείο επί-

λυσvης διαφορικών εξισvώσvεων κατάλληλης μορφής μετασvχηματίζοντάς τες σvε απλούσvτερες.

Τέλος, σvτην §1.3-2 παρατίθεται μια ευρετική λύσvη της εξίσvωσvης του Schrο̈dinger για την
ειδική περίπτωσvη του δυναμικού V ≡ 0. Για αυσvτηρότερες αποδείξεις και για σvυμπληρώματα
ο επίμονος αναγνώσvτης παραπέμπεται σvτη Βιβλιογραφία.

1.1 To olokl rwma Itô svton L2
LOC

΄Εσvτω f : R → R σvυνεχής σvυνάρτησvη. Τότε μια πραγματικά βολική θεωρία σvτοχασvτικής

ολοκλήρωσvης δεν θα πρέπει να έχει κανένα πρόβλημα να ορίσvει το επόμενο (σvτοχασvτικό)

ολοκλήρωμα: ˆ T

0
f (Bt) dBt (1.1)

Κ. Στούρας, Πιθανοθεωρητική Επίλυση Μερικών Διαφορικών Εξισώσεων και η

Αναπαράστασή τους μέσω Path Integrals. Εφαρμογή σε μοντέλα επιτοκίων.
Διπλωματική Εργασvία

c© Εθνικό Μετσvόβιο Πολυτεχνείο, 2010

mailto:kstouras@gmail.com
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Ο ορισvμός του ολοκληρώματος Itô μπορεί να επεκταθεί ώσvτε να πληροί την (1.1), αλλά
αρχικά έχει ορισvτεί για σvυναρτήσvεις f που ικανοποιούν τον ακόλουθο περιορισvμό ολοκλη-

ρωσvιμότητας:

E

[ˆ T

0
f2 (Bt) dt

]
<∞ (1.2)

Δυσvτυχώς, μια τέτοια σvυνθήκη μπορεί να μην ισvχύει ακόμα και για ῾῾μια χαρά᾿᾿ σvυνεχείς

σvυναρτήσvεις, όπως η f (x) = exp
(
x4) , αφού E [´ T0 e2B4

t dt
]
= ∞. Συνεπώς, αν θέλουμε

το σvτοχασvτικό ολοκλήρωμα να δουλεύει με τον πιο φυσvικό τρόπο, πρέπει κάπως να ῾῾παρα-

κάμψουμε᾿᾿ τη σvυνθήκη ολοκληρωσvιμότητας (1.2).
Ευτυχώς για μας υπάρχει ένας γενικός τρόπος χαλάρωσvης τέτοιων σvυνθηκών ολοκληρω-

σvιμότητας και αυτός είναι η τοπική μέθοδος (localization method). Ξεκινάμε θεωρώντας
τις ακόλουθες κλάσvεις:

Ορισμός 1.1 (Κλάσεις Itô ολοκληρώσιμων συναρτήσεων).

V2 :=
{
f : Ω× [0,T ]→ R : f μετρ/μη, προσv/νη με

´ T
0 E

[
f2 (ω, t)

]
dt <∞

}
L2

LOC :=
{
f : Ω× [0,T ]→ R : f μετρ/μη, προσv/νη με P

[´ T
0 f2 (ω, t) dt <∞

]
= 1

}

Παρατηρήσεις 1.2.

1. Λέμε ότι η f (·, ·) είναι μετρήσvιμη αν f (·, ·) ∈ B ×Ft, όπου {Ft}t∈[0,T ] μια διύλισvη

(filtration) και B σvυμβολίζει την κλάσvη των Borel σvυνόλων σvτο [0,T ] . Λέμε ότι η
f (·, ·) είναι Ft-προσvαρμοσvμένη (ή απλώς προσvαρμοσvμένη) αν για κάθε t ∈ [0,T ] η
τ.μ. f (·, t) είναι Ft-μετρήσvιμη, δηλαδή αν f (·, t) ∈ Ft ∀t ∈ [0,T ].

2. Η σvυνθήκη P
[´ T

0 f2 (ω, t) dt <∞
]
= 1 σvημαίνει ότι σvχεδόν όλες οι πραγματοποιή-

σvεις της σv.α. f είναι σvυναρτήσvεις του χώρου Hilbert L2 ([0,T ]). Συνεπώς, η απει-
κόνισvη ω 7→ f (ω, ·) είναι μετρήσvιμη σvυνάρτησvη από τον Ω σvτον L2 ([0,T ]).

3. Η κλάσvη σvυναρτήσvεων L2
LOC σvίγουρα περιέχει

1 τον V2. Πράγματι, από Θεώρημα

Fubini E
[´ T

0 |f (t)|
2 dt

]
=
´ T

0 E
[
|f (t)|2

]
dt <∞. ΄Αρα

´ T
0 |f (t)|

2 dt <∞ σv.β. Το
ολοκλήρωμα Itô έχει ορισvτεί αρχικά για σvυναρτήσvεις που ανήκουν σvτον V2 [86]. ΄Αρα

τώρα έχουμε μια μεγαλύτερη κλάσvη ολοκληρώσvιμων f (t,ω) για το σvτοχασvτικό ολο-
κλήρωμα

´ T
0 f (t) dBt. Η κρίσvιμη διαφορά τους είναι η πιθανή μη ολοκληρωσvιμότητα

των f (t,ω) ως προς την ω-μεταβλητή.

1Gia thn akrÐbeia o V2 eÐnai kleisvtìc grammikìc upìqwroc tou L2 (dP ×©dt)



§1.1 Το ολοκλήρωμα Itô σvτον L2
LOC 3

Παράδειγμα 1.3.
Ας θεωρήσvουμε την σv.α. f (t) = eB

2
t για t ∈ [0, 1]. Τότε

E
[
|f (t)|2

]
= E

[
e2B2

t

]
=

ˆ +∞

−∞
e2x2 1√

2πt
e−

x2/2tdx

=
1√
2πt

ˆ +∞

−∞
e2x2

e−
x2/2tdx

Δηλαδή

E
[
|f (t)|2

]
=

1√
2πt

ˆ +∞

−∞
ex

2(2− 1
2t )dx

Ως γνωσvτόν (Ανάλυσvη ΙΙ) το γενικευμένο ολοκλήρωμα
´ +∞
−∞ eAx

2dx αποκλίνει για A ≥ 0
(αφού

´ +∞
1 eAx

2dx ≥
´ +∞

1 eAxdx =∞) και σvυγκλίνει για A := − |A| < 0 (γιατί για x ≥ 1
⇒ x2 ≥ x⇒−|A|x2 ≤ − |A|x, άρα για b ∈ [1, +∞) ισvχύει

´ b
1 e
−|A|x2dx ≤

´ b
1 e
−|A|xdx =

1
|A|

(
−e−|A|b − e−|A|

)
<∞). Δηλαδή καταλήγουμε ότι

E
[
|f (t)|2

]
=


1√

1−4t για 0 ≤ t < 1
4

+∞ για t ≥ 1
4

(1.3)

Συνεπώς, έχουμε ότι
´ 1

0 E
[
|f (t)|2

]
dt =∞ και άρα η ανέλιξη f 6∈ V2 ([0, 1]). Επομένως,

το
´ 1

0 e
B2
t dBt δεν ορίζεται με την κλασvική θεώρησvη των [74]. Από την άλλη, επειδή η f (t)

είναι μια σvυνεχής σvυνάρτησvη του t, έχουμε ότι το
´ 1

0 f
2 (ω, t) dt < ∞ σv.β. Επομένως,

f ∈ L2
LOC ([0, 1]) και όπως θα δούμε το σvτοχασvτικό ολοκλήρωμα

´ 1
0 e

B2
t dBt μπορεί να

ορισvτεί [63] (βλ. και Παράδειγμα 1.18). �

Παράδειγμα 1.4.
Θεωρούμε την προηγούμενη σvυνάρτησvη, f (t) = eB

2
t , αλλά σvε διαφορετικό πεδίο ορισvμού

(χρόνος). Από την (1.3) προκύπτει ότι
´ s

0 E
[
|f (t)|2

]
dt < ∞ για 0 ≤ s < 1

4 . Συνεπώς,

η f ∈ V2 ([0, s]) για κάθε 0 ≤ s < 1
4 . Δηλαδή το σvτοχασvτικό ολοκλήρωμα

´ s
0 e

B2
t dBt

ορίζεται με τον κλασvικό ορισvμό και ανήκει σvτον L2 ([0, s]) για κάθε 0 ≤ s < 1
4 . �

Παρατήρηση 1.5.
Για κάθε σvυνεχή g : R→ R, έχουμε f (ω, t) = g (Bt) ∈ L2

LOC, γιατί λόγω σvυνέχειας της

κ.Β. έχουμε ότι για κάθε ω ∈ Ω η απεικόνισvη t 7−→ g (Bt (ω)) είναι φραγμένη σvυνάρτησvη

σvτο [0,T ]. ΄Ομως, η κύρια χρησvιμότητα του L2
LOC είναι η σvχέσvη του με τους χρόνους

διακοπής (stopping times). Για να κάνουμε το τελευταίο σvαφές, χρειαζόμασvτε άλλον έναν
ορισvμό.
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Ορισμός 1.6 (Localizing Sequence στον V2).

Μια αύξουσvα ακολουθία χρόνων διακοπής (τn)n λέγεται V2-τοπικά περιορισvτική ακολου-

θία (V2-localizing sequence) της f αν:

fn (ω, t) = f (ω, t) 1{t≤τn} ∈ V 2 [0,T ] ∀n ∈N (1.4)

και

P

[ ∞⋃
n=1
{ω : τn = T}

]
= 1 (1.5)

Ορισμός 1.7.
Μια ιδιότητα της σvτοχασvτικής ανέλιξης {Xt}t≥0 θα λέμε ότι ισvχύει τοπικά εάν υπάρχει

μια τοπικά περιορισvτική ακολουθία χρόνων διακοπής (τn)n έτσvι ώσvτε τn ↑ ∞ καθώς n→∞
και για κάθε n η σvταματημένη (stopped) ανέλιξη Xt∧τn έχει αυτήν την ιδιότητα.

Η σvημασvία του χώρου L2
LOC σvτη Στοχασvτική Ανάλυσvη ως φυσvιολογικού χώρου για το

ολοκλήρωμα Itô έγκειται σvτο ότι κάθε f ∈ L2
LOC έχει μια τοπικά περιορισvτική ακολουθία,

όπως βλέπουμε από την επόμενη Πρότασvη.

Πρόταση 1.8 (Τοπική συμπεριφορά στον L2
LOC).

Για κάθε f ∈ L2
LOC [0,T ] η ακολουθία που ορίζεται από την σvχέσvη:

τn = τn (ω) :=

inf
{
s :
´ s

0 f
2 (ω, t) dt ≥ n} αν {s : · · · } 6= Ø

T αλλιώς
(1.6)

είναι μια V2-τοπικά περιορισvτική ακολουθία της f .

Απόδειξη. Αρχικά, δείχνουμε ότι ισvχύει η ισvότητα:

∞⋃
n=1
{ω : τn = T} =

{
ω :
ˆ T

0
f2 (ω, t) dt <∞

}
(1.7)

Πράγματι, παρατηρούμε ότι το αρισvτερό μέλος είναι υποσvύνολο του δεξιού προκύπτει από

τον ορισvμό (1.6) των τn. Για την αντίσvτροφη σvχέσvη, θεωρούμε ένα ω0 για το οποίο´ T
0 f2 (ω0, t) dt < ∞. ΄Αρα ∃N ∈ N : τω0

N = T ή ω0 ∈ {ω : τn = T} =⇒ ω0 ∈⋃∞
n=1 {ω : τn = T}. Και για f ∈ L2

LOC [0,T ] το δεξί σvύνολο της (1.7) έχει πιθανότητα
1. Επιπρόσvθετα, εκ κατασvκευής (1.6) των τn έχουμε ότι για fn (ω, t) = f (ω, t) 1{t≤τn} οι
νόρμες είναι φραγμένες:

‖fn‖2L2(dP×©dt) ≤ n ∀n =⇒ fn ∈ V2 ∀n

Συνεπώς, η (τn)n είναι μια V2-τοπικά περιορισvτική ακολουθία της f .
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1.1-1 Sunoptik  perigraf  thc L2
LOC epèktasvhc

Τώρα για την επιθυμητή επέκτασvη του ολοκληρώματος Itô αρχικά θεωρούμε μια f ∈
L2

LOC [0,T ] και έσvτω (τn)n είναι μια V2-τοπικά περιορισvτική ακολουθία της f . ΄Επειτα,

για κάθε n ορίζουμε {Xt,n} να είναι το μοναδικό2 σvυνεχές martingale σvτο [0,T ] που είναι
εκδοχή του ολοκληρώματος Itô:

´ t
0 (mtg) (ω, τ ) dBτ , όπου g (ω, s) = f (ω, τ ) 1{τ≤τn(ω)}

και mt (ω, τ ) = 1{s∈[0,τ ]}. Τέλος, ορίζουμε το ολοκλήρωμα Itô για f ∈ L2
LOC [0,T ] να

είναι η οριακή ανέλιξη των {Xt,n} καθώς n → ∞. Δηλαδή, μπορεί να δειχθεί ότι υπάρχει
μοναδική σvυνεχής ανέλιξη {Xt : 0 ≤ t ≤ T} τέτοια ώσvτε:

P
[

lim
n→∞

Xt,n = Xt

]
= 1 ∀t ∈ [0,T ] (1.8)

και μπορούμε να θεωρήσvουμε την ανέλιξη {Xt : 0 ≤ t ≤ T} ως το ολοκλήρωμα Itô της
f ∈ L2

LOC [0,T ] , ή, σvυμβολικά ορίζουμε το ολοκλήρωμα Itô της f να είναι:
ˆ t

0
f (ω, τ ) dBτ

oρ
= Xt (ω) ∀t ∈ [0,T ] (1.9)

Φυσvικά, ο ορισvμός αυτός δεν είναι πλήρης και το επόμενο που πρέπει να δείξουμε είναι ότι

αυτό που ορίζουμε υπάρχει, δηλαδή ότι η Xt (ω) είναι καλώς ορισvμένη και κατά δεύτερον

ότι όντως οι ανελίξεις Xt,n σvυγκλίνουν. Για περισvσvότερα ο ενδιαφερόμενος αναγνώσvτης

παραπέμπεται σvτους Revuz και Yor [82].
Πιθανόν πολλοί να αναρωτηθούν τι πετύχαμε με τα προηγούμενα. Το ολοκλήρωμα Itô
μιας f ∈ V2 [0,T ] έχει την πολύ βασvική και χρήσvιμη ιδιότητα ότι είναι martingale. Για
σvυναρτήσvεις σvτον L2

LOC [0,T ] δεν είμασvτε τόσvο τυχεροί αλλά, πάραυτα, τα σvτοιχεία του
L2

LOC είναι αρκετά κοντά σvτην έννοια του martingale όπως θα δούμε σvτη σvυνέχεια.
Παραθέτουμε για σvύγκρισvη τους ακόλουθους δύο ορισvμούς σvε σvυνεχή χρόνο:

Ορισμός 1.9 (Martingale συνεχούς χρόνου).
΄Εσvτω σvτοχασvτική ανέλιξη {Xt}t≥0 και {Ft}t≥0 μία διύλισvη του χώρου (Ω,F). Η
{Xt}t≥0 καλείται martingale 3 σvυνεχούς χρόνου εάν ισvχύουν οι ιδιότητες:

1. Η Xt είναι Ft-προσvαρμοσvμένη (δηλαδή Xt μετρήσvιμη για κάθε t ≥ 0)
2. E [|Xt|] <∞ ∀ t ≥ 0 και
3. E [Xt| Fs] = Xs ∀ 0 ≤ s < t <∞

Η ιδιότητα 3 σvτον προηγούμενο ορισvμό σvτο εξής θα αναφέρεται ως η ῾῾ιδιότητα martin-
gale᾿᾿. Τα local martingales ορίζονται ουσvιασvτικά κάνοντας την ιδιότητα martingale να
ισvχύει τοπικά.

2Me thn p-sv.b. ènnoia.
3Swsvtìtera: Ft-martingale.
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Ορισμός 1.10 (Local Martingale).
Η Ft-προσvαρμοσvμένη ανέλιξη {Xt}a≤t<b καλείται Ft-local martingale ή απλά local mar-

tingale εάν υπάρχει μια αύξουσvα ακολουθία χρόνων διακοπής (τn)n τέτοια ώσvτε
1. τn ↑ b Π-σv.β. καθώς n→∞ και
2. Για κάθε n η ανέλιξη {Xt∧τn} είναι ένα Ft-martingale.

Προφανώς, ένα martingale είναι ένα local martingale επιλέγοντας την σvταθερή ακολου-
θία χρόνων διακοπής τn := b για όλα τα n. Παρ΄ όλα αυτά ένα local martingale μπορεί
να μην είναι ένα γνήσvιο martingale εξαιτίας της έλλειψης ολοκληρωσvιμότητας. ΄Εσvτω
f ∈ L2

LOC ([a, b)) και ορίζω την σv.α. {Xt}t∈[a, b) με Xt :=
´ t
a f (s) dBs ∀t ∈ [a, b). Αν η

{Xt}t δεν είναι ολοκληρώσvιμη, δε μπορούμε να μιλήσvουμε, ως γνωσvτόν, για τη δεσvμευμένη
μέσvη τιμή του Xt και σvυνεπώς δεν έχει νόημα να πούμε ότι το σvτοχασvτικό ολοκλήρωμα´ t
a f (s) dBs είναι martingale·έννοια απαραίτητη σvτην Στοχασvτική Ανάλυσvη.

Σχόλιο 1.11.
Η λέξη ῾῾martingale ᾿᾿ σvτα ελληνικά μεταφράζεται κατά λέξη ως ῾῾τμήμα χαλινού αλόγου᾿᾿,
ιδιαίτερα εκείνο που εμποδίζει το άλογο να υψώνει ανεξέλεγκτα το κεφάλι. Με μεταφορική

σvημασvία σvυναντάται σvτην αργκό των τυχερών παιχνιδιών. Από αυτήν μεταπήδησvε έπειτα σvτη

Θεωρία Πιθανοτήτων4, επιβεβαιώνοντας την ισvτορική σvχέσvη της τελευταίας με τα τυχερά

παιχνίδια. Ας δούμε όμως μια διαισvθητική αιτιολόγησvη αυτής της ορολογίας μέσvω ενός

απλού παραδείγματος (σvτη διακριτή περίπτωσvη).

΄Εσvτω Y1,Y2, . . . να είναι ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές με τιμές σvτο R με

E [Yi] = 0 ∀ i = 1, 2, . . .

Ορίζουμε το άθροισvμα Sn := Y1 + . . .+ Yn. Ποια είναι η καλύτερη εκτίμησvή μας για την

τιμή του Sn+k δεδομένων των τιμών των S1, . . . ,Sn;
Η απάντησvη είναι

E [Sn+k| S1, . . . ,Sn] = E [Y1 + . . .+ Yn| S1, . . . ,Sn]
+E [Yn+1 + . . .+ Yn+k| S1, . . . ,Sn]

= Y1 + . . .+ Yn +E [Yn+1 + . . .+ Yn+k]︸ ︷︷ ︸
0

= Sn

(1.10)

4 'Opwc anafèrei o Sphli¸thc [86]:

[...]eisvhght c thc orologÐac <<martingale >> eÐnai o J. Ville, all� eisvhght c thc ènnoiac eÐnai
o P. Levỳ. H an�ptuxh thc jewrÐac kai h episv mansvh thc svhmasvÐac thc ofeÐletai prwtÐsvtwc
svton J. L. Doob.
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Εικ. 1.1 Προσvομοίωσvη με το πακέτο R τριών κινήσvεων Brown (martingale) με χρόνους
διακοπής.

΄Αρα η καλύτερη εκτίμησvη για την ῾῾μέλλουσvα αξία᾿᾿ του Sn+k, δεδομένης της ισvτορίας του

μέχρι και την σvτιγμή n, είναι απλά Sn. Αν ερμηνεύσvουμε το Yi ως η πληρωμή ενός ῾῾δίκαιου᾿᾿

τυχερού παιχνιδιού τη σvτιγμή i, και άρα το Sn ως τα σvυνολικά κέρδη (κεφάλαιο) τη σvτιγμή

n, ο προηγούμενος υπολογισvμός μας λέει ότι για κάθε σvτιγμή τα μελλοντικά αναμενόμενα

κέρδη του παίκτη, δεδομένων των κερδών του ως αυτή τη σvτιγμή, είναι απλά τα χρήματά

του τη σvτιγμή αυτή. Επομένως, ο τύπος (1.10) χαρακτηρίζει ένα ῾῾δίκαιο᾿᾿ τυχερό παιχνίδι.

Το σvυνεχές ανάλογο του προηγούμενου παραδείγματος είναι η κ.Β., που ως γνωσvτόν είναι

martingale. Στην Εικόνα 1.1 απεικονίζεται μια προσvομοίωσvη τριών κ.Β. (τρεις παίκτες) που
ξεκινάνε τη χρονική σvτιγμή 0 (με 0 κέρδη) και τελειώνουν (φεύγουν από το παιχνίδι) όταν
῾῾χτυπήσvουν᾿᾿ την τιμή των 0.5 χρηματικών μονάδων για πρώτη φορά ή όταν ο χρόνος (π.χ.
δευτερόλεπτα) γίνει 4, 000. ΄Ενας παίκτης φεύγει, δηλαδή, από το παιχνίδι όταν βγάλει
κέρδη ίσvα με 0.5 ή όταν τελειώσvει ο χρόνος του παιχνιδιού (εδώ: 4, 000 δευτερ/πτα). Η
Εικόνα 1.1 αποτελεί το αποτέλεσvμα της υλοποίησvης του Αλγ. B.5, σvελ. 145.

Ο κύριος λόγος αναφοράς της έννοιας του local martingale είναι ότι τα ολοκληρώματα Itô
σvτον L2

LOC είναι πάντα local martingales. Ακριβέσvτερα ισvχύει το ακόλουθο πολύ σvημαντικό
Θεώρημα (για μια απόδειξη βλ. [63]).
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Θεώρημα 1.12 (Τα ολοκληρώματα Itô στον L2
LOC είναι Local Martingales).

Για κάθε f ∈ L2
LOC [0,T ] ,υπάρχει ένα σvυνεχές local martingale Xt τέτοιο ώσvτε:

P

[
Xt (ω) =

ˆ t

0
f (ω, s) dBs

]
= 1.

Πολύ χρήσvιμο είναι και το ακόλουθο Λήμμα για τα local martingales.

Λήμμα 1.13 (Φραγμένο local martingale είναι martingale).

Αν η Xt είναι σvυνεχές local martingale και |Xt| ≤ K , όπου K είναι μια σvταθερά για

κάθε t ≥ 0, τότε Xt είναι martingale.

Απόδειξη. Υποθέτουμε χωρίς βλάβη γενικότητας ότι X0 = 0. Τότε εξ ορισvμού του local
martingale υπάρχει μια αύξουσvα ακολουθία χρόνων διακοπής (τn)n με την ιδιότητα τn

n→∞
σv.β. τέτοια ώσvτε Xt∧τn είναι martingale για κάθε n. Στη σvυνέχεια θεωρούμε s ≤ t και

παρατηρούμε λόγω της ιδιότητας martingale του Xt∧τn ότι:

E [Xt∧τn | Fs] = Xs∧τn (1.11)

΄Ομως, αφού τn
n→ ∞ ,έχουμε ότι Xs∧τn

n→ Xs και Xt∧τn
n→ Xt. Επίσvης, από την

υπόθεσvη γνωρίζουμε ότι υπάρχει σvταθερά K < ∞ τέτοια ώσvτε |Xt∧τn | ≤ K για κάθε n.

΄Ετσvι, παίρνοντας όρια κατά μέλη σvτην (1.11) και εφαρμόζοντας το Θεώρημα Κυριαρχημένης
Σύγκλισvης προκύπτει ότι E [Xt| Fs] = Xs. ΄Αρα η Xt είναι martingale.

Το προηγούμενο λήμμα είναι σvυχνά χρήσvιμο, και επίσvης θα μπορούσvαμε να πούμε ότι

δείχνει έναν γενικό τρόπο απόδειξης, που θα χρησvιμοποιήσvουμε κατά κόρον σvτην εργασvία

αυτή (βλ. 41). Γενικά, είναι αρκετά δύσvκολο να ελέγξουμε αν μια {Ft}-προσvαρμοσvμένη σv.α.
f (t) ανήκει σvτον V2. Από την άλλη, είναι, σvυνήθως, αρκετά ευκολότερο να ελέγξουμε αν

η f ανήκει σvτον L2
LOC. Για παράδειγμα, όπως δείξαμε σvτη σvελ. 3, αν η σv.α. f (t) είναι

{Ft}-προσvαρμοσvμένη και έχει σvυνεχείς τροχιές σv.β., τότε η f ανήκει σvτον L2
LOC.

Συνεπώς, για να αποδείξουμε κάτι για ένα martingale βρίσvκουμε αρχικά ένα κατάλληλο
local martingale και εξετάζουμε αν ισvχύουν οι ισvχυρισvμοί μας τοπικά. ΄Επειτα, δείχνουμε ότι
το τελευταίο είναι ένα γνήσvιο martingale ισvχυριζόμενοι ότι μπορούμε να αποδείξουμε την
ιδιότητα martingale κάνοντας μια κατάλληλη εναλλαγή ορίων και μέσvων τιμών (βλ.Κεφ. 3).
Ακριβέσvτερα ισvχύει το ακόλουθο αποτέλεσvμα [63].

Θεώρημα 1.14.
΄Εσvτω a ≤ b <∞ και f ∈ L2

LOC ([a, b)). Τότε η σv.α. {Xt}t∈[a, b) με

Xt :=
ˆ t

a
f (s) dBs, t ∈ [a, b)

είναι ένα local martingale.
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Παράδειγμα 1.15.
Από το Παράδειγμα 1.3 η f (t) = eB

2
t ανήκει σvτον L2

LOC ([a, b]). ΄Αρα από το Θεώρημα 1.14
η σv.α.

Xt :=
ˆ t

a
eB

2
sdBs, t ∈ [a, b)

είναι ένα local martingale. Από την άλλη ας θεωρήσvουμε την σv.α.

Yt :=
ˆ t

0
eB

2
sds 0 ≤ t < 1

4

Από το Παράδειγμα 1.4 η {Yt}t∈[0, 1
4 )
και από γνωσvτή Πρότασvη η {Yt}t∈[0, 1

4 )
είναι mar-

tingale. �

1.2 O tÔpoc tou Itô

Κατά τον υπολογισvμό του οικείου ολοκληρώματος Riehmann σvχεδόν πάντα5 κάνουμε
χρήσvη του Θεμελιώδους Θεωρήματος του Ολοκληρωτικού Λογισvμού (ΘΘΟΛ). Ευτυχώς,

ο Στοχασvτικός Λογισvμός του Itô έχει ένα ανάλογο αυτού του κλασvικού Θεωρήματος. Η
φόρμουλα του Itô, επίσvης γνωσvτή σvτη βιβλιογραφία και ως αλλαγή μεταβλητών και κανόνας
αλυσvίδας, βρίσvκεται σvτον πυρήνα του Στοχασvτικού Λογισvμού. Στην ενότητα αυτή παρα-

θέτουμε απλώς κάποια ενδιαφέροντα αποτελέσvματα παραλείποντας τις αποδείξεις, οι οποίες

μπορούν να βρεθούν σvε όλα τα εισvαγωγικά βιβλία σvτοχασvτικού λογισvμού (π.χ. [86], [70],

[90]).

Θεώρημα 1.16 (Itô Φόρμουλα - Απλή Περίπτωση).
Αν f : R→ R έχει σvυνεχείς δεύτερες παραγώγους, τότε:

f (Bt) = f (0, 0) +
ˆ t

0
f ′ (Bs) dBs +

1
2

ˆ t

0
f ′′ (Bs) ds (1.12)

Το πιο βασvικό χαρακτηρισvτικό του τύπου (1.12) είναι η παρουσvία του δεύτερου ολοκλη-
ρώματος, χωρίς το οποίο θα μπορούσvαμε να είχαμε μια νέα επαναδιατύπωσvη του κλασvικού

ΘΘΟΛ. Αυτή η διαφορά δεν είναι απλή λεπτομέρεια, αλλά οφείλεται σvτην μη μηδενική

τετραγωνική κύμανσvη της κ.Β. Bt. Επίσvης, δείχνει ότι τα δύο ολοκληρώματα σvτο δεξί μέλος

της (1.12) σvυνεισvφέρουν το καθένα με το δικό του ξεχωρισvτό τρόπο σvτα χαρακτηρισvτικά
της ανέλιξης f (Bt).

Το πρώτο ολοκλήρωμα έχει μέσvη τιμή 0, άρα το δεύτερο ολοκλήρωμα περιέχει όλη την

πληροφορία του ντετερμινισvτικού μέρους της f (Bt). Απ΄ την άλλη το πρώτο ολοκλήρωμα

περιέχει όλη την πληροφορία της τοπικής μεταβλητότητας της f (Bt). Συνεπώς, κατά

κάποιον τρόπο, η Itô formula έχει μια δεύτερη ερμηνεία ως η ανάλυσvη της f (Bt) σvε
σvυνισvτώσvες που είναι υπεύθυνες του θορύβου και του σvήματος.

5El�qisvta oloklhr¸mata mporoÔn na upologisvtoÔn eÔkola me �mesvh qr svh tou orisvmoÔ.
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Sunèpeiec

Με μια απλή αντικατάσvτασvη σvτο Θεώρημα 1.16 μπορούμε να καταλήξουμε σvε κάτι πολύ
χρήσvιμο. ΄Εσvτω F ∈ C2 (R) για την οποία ισvχύει F ′ = f και F (0) = 0. Τότε η Itô
formula (1.12) μπορεί να γραφτεί ως ο τύπος για το ολοκλήρωμα της f :

ˆ t

0
f (Bs) dBs = F (Bt)−

1
2

ˆ t

0
f ′ (Bs) ds (1.13)

Το πιο σvημαντικό χαρακτηρισvτικό της ισvότητας (1.13) είναι ότι το δεξί μέλος μπορεί να
υπολογισvτεί για κάθε πραγματοποίησvη, ή για να ακολουθήσvουμε τον ορθό σvυμβολισvμό του

[86], για κάθε ω-τροχιά6. ΄Ετσvι, η εξίσvωσvη (1.13) μας παρέχει έναν νέο τρόπο κατανόησvης
του ολοκληρώματος Itô του αρισvτερού μέλους. τώρα έχουμε μια εξήγησvη αυτού του ῾῾παράξε-
νου᾿᾿ ολοκληρώματος κατά διαδρομή (pathwise) ανά ω. Γνωρίζαμε ότι το ολοκλήρωμα Itô
μπορούσvε να θεωρηθεί ως σvτοχασvτική ανέλιξη, αλλά ο ο τρόπος ορισvμού του ήταν ολικός

(global) χωρίς να ήταν εμφανής κάποια άμεσvη σvύνδεσvή του με την κάθε μια τροχιά. Αντί-
θετα, το δεξί μέλος της εξίσvωσvης (1.13) δίνει μία τιμή απευθείας σvε κάθε ω. Γιατί είναι
χρήσvιμη όλη αυτή η νέα ερμηνεία; Η απάντησvη είναι ότι χωρίς την (1.13), η διαδικασvία
της σvτοχασvτικής προσvομοίωσvης μιας ανέλιξης ορισvμένης μέσvω ενός Itô ολοκληρώματος
θα ήταν πολύ προβληματική μιας και το μόνο που θα μπορούσvαμε να κάνουμε ήταν να

είχαμε κάποια Riehmann προσvέγγισvη αυτού και απλά να ελπίζουμε για τη σvυγκεκριμένη
εφαρμογή αυτή να περιέγραφε κατάλληλα τη σvυμπεριφορά του πραγματικού (θεωρητικά

προβλεπόμενου) ολοκληρώματος.

Στη σvυνέχεια υλοποιούμε υπολογισvμούς μερικών ενδιαφερόντων σvτοχασvτικών ολοκλη-

ρωμάτων.

Παράδειγμα 1.17.
Εάν θέσvουμε σvτην εξίσvωσvη (1.13) f (Bs) ≡ Bs τα δύο μέλη ανάγονται σvτον ελκυσvτικό

τύπο: ˆ t

0
BsdBs =

1
2B

2
t −

1
2 t (1.14)

Διαφορετικά, για να υπολογίσvουμε το αρισvτερό μέλος της (1.14) με τον ορισvμό του σvτο-
χασvτικού ολοκληρώματος θα έπρεπε να κάνουμε μεγάλη προσvπάθεια. Επιπρόσvθετα, πρέπει

να παρατηρήσvουμε ότι η Bs ∈ V2, άρα το σvτοχασvτικό της ολοκλήρωμα είναι martingale,
και η αναπαράσvτασvη (1.13) κατά σvυνέπεια μας λέει ότι το B2

t − t είναι martingale. �

Παράδειγμα 1.18.
΄Εσvτω f (t) = eB

2
t για t ∈ [0, 1].. Τότε από το Παράδειγμα 1.3 η f ∈ L2

LOC και

σvυνεπώς το σvτοχασvτικό ολοκλήρωμα
´ t

0 e
B2
sdBs ορίζεται. Συγκεκριμένα, θέτοντας σvτην

6bl. LÐsvta Sumbolisvm¸n, svel. ??
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(1.13) f (Bs) := eB
2
s παίρνουμε:

ˆ t

0
eB

2
sdBs =

ˆ Bt

0
es

2ds−
ˆ t

0
Bse

B2
sds (1.15)

όπου το τελευταίο ολοκλήρωμα είναι ένα ολοκλήρωμα Riemann για κάθε ω-τροχιά B (ω, ·).
Για σvύγκρισvη των χώρων V2 και L2

LOC, παρατηρούμε ότι αν f ∈ V2 ([a, b]), τότε το´ b
a f (s) dBs ανήκει σvτον L2 ([a, b]). Παρ΄ όλα αυτά, αν f ∈ L2

LOC ([a, b]), τότε το´ b
a f (s) dBs είναι απλά μια τυχαία μεταβλητή και γενικά δεν έχει πεπερασvμένη μέσvη τιμή.�

Θεώρημα 1.19 (Itô Φόρμουλα με Χωρικές και Χρονικές μεταβλητές).
Για κάθε f ∈ C1,2 (R+ ×R) έχουμε την αναπαράσvτασvη:

f (t,Bt) = f (0, 0) +
ˆ t

0
fx (s,Bs) dBs +

ˆ t

0
ft (s,Bs) ds+

ˆ t

0

1
2fxx (s,Bs) ds

΄Ισvως το κεντρικό όφελος της Itô formula είναι ότι οδηγεί σvε πολλές ισvχυρές σvυνδέ-
σvεις μεταξύ της θεωρίας των martingale και της ήδη αρκετά διερευνημένης περιοχής των
Διαφορικών Εξισvώσvεων. Η επόμενη πρότασvη δείχνει μία από αυτές τις σvυνδέσvεις.

Πρόταση 1.20 (ΜΔΕ συνθήκη για Martingales).
Εάν f ∈ C1,2 (R+ ×R) και ικανοποιεί:

∂f

∂t
(t,x) = −1

2
∂2f

∂x2 (t,x) , (1.16)

τότε η Xt = f (t,Bt) είναι ένα local martingale. Επιπρόσvθετα, αν

E

[ˆ T

0
f2
x (t,Bt) dt

]
<∞ (1.17)

τότε η Xt είναι martingale για 0 ≤ t ≤ T .

Απόδειξη. Από Θεώρημα 1.19 κάθε f ∈ C1,2 (R+ ×R) που ικανοποιεί την ΜΔΕ (1.16)
έχει την ολοκληρωτική αναπαράσvτασvη

f (t,Bt) = f (0, 0) +
ˆ t

0
fx (s,Bs) dBs +

ˆ t

0


��

���
���

���
�:0

ft (s,Bs) +
1
2fxx (s,Bs)

ds

= f (0, 0) +
ˆ t

0
fx (s,Bs) dBs

Αφού f ∈ C1,2 (R+ ×R), η fx είναι σvυνεχής, άρα fx ∈ L2
LOC. Κατά σvυνέπεια, το ολοκλή-

ρωμα Itô είναι ένα καλώς ορισvμένο local martingale. Τελικά, εάν ισvχύει η (1.17) fx ∈ V2

και σvυνεπώς είναι martingale.
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Σχόλιο 1.21.
Η σvχέσvη (1.16) γράφεται σvε μορφή τελεσvτή ως:

∂

∂t
f = −Af ,

όπου A := 1
2
∂2

∂x2 ο απειροσvτικός γεννήτορας της κ.Β. (βλ. [74]). Η ομοιότητα είναι μεγάλη

για να είναι τυχαία. Στην πραγματικότητα σvυνδέεται άμεσvα με τοMartingale Problem [56].

Ορισμός 1.22 (Ανέλιξη Itô).
Η σv. α. {Xt}t≥0 λέγεται ανέλιξη Itô εάν έχει την ολοκληρωτική αναπαράσvτασvη:

Xt = X0 +

ˆ t

0
a (ω, s) ds+

ˆ t

0
b (ω, s) dBs p− σv.β. για κάθε t ≥ 0 (1.18)

όπου a (·, ·), b (·, ·) είναι προσvαρμοσvμένες, μετρήσvιμες σv. α. που ικανοποιούν τις ακόλουθες
σvυνθήκες ολοκληρωσvιμότητας:

P

[ˆ t

0
|a (ω, s)|ds <∞

]
= 1 (1.19)

και

P

[ˆ t

0
|b (ω, s)|2 ds <∞

]
= 1 (1.20)

Η σvχέσvη (1.18) γράφεται ισvοδύναμα σvε σvυμβολική γραφή:

dXt = atdt+ btdBt (1.21)

Επειδή γνωρίζουμε ότι τα σvτοχασvτικά ολοκληρώματα είναι martingales είναι επόμενο να
αναρωτηθεί κανείς πότε μια ανέλιξη Itô είναιmartingale. Η απάντησvη δίνεται σvτο ακόλουθο,
πολύ χρήσvιμο Λήμμα.

Λήμμα 1.23.
΄Εσvτω ότι η ανέλιξη Itô {Xt}t≥0 έχει την ολοκληρωτική αναπαράσvτασvη (1.18). Τότε η

Xt είναι Ft−martingale ανν a (ω, s) ≡ 0.

Απόδειξη. Επειδή ο όρος του δεξιού μέλους
´ t

0 b (ω, s) dBs είναι ένα Ft−martingale, θεωρώ
Xt = X0 +

´ t
0 a (s) ds και απαιτώ E [Xt| Fs] = Xs ∀ 0 ≤ s < t <∞. ΄Ομως

E [Xt| Fs] = E

[
X0 +

ˆ s

0
a (τ ) dτ +

ˆ t

s
a (τ ) dτ | Fs

]

= X0 +

ˆ s

0
a (τ ) dτ +E

[ˆ t

s
a (τ ) dτ | Fs

]
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γιατί οι όροι X0 +
´ s

0 a (τ ) dτ είναι Fs−μετρήσvιμοι, αφού η Xt είναι Itô, άρα ῾῾βγαίνουν᾿᾿
από τη μέσvη τιμή. Συνεπώς, για να είναι η Xt είναι Ft−martingale πρέπει:

E

[ˆ t

s
a (τ ) dτ | Fs

]
= 0 ∀ 0 ≤ s < t <∞ (1.22)

Εναλλάσvσvοντας τη μέσvη τιμή με το ολοκλήρωμα (Θεώρημα Fubini) έχω
ˆ t

s
E [a (τ ) | Fs] dτ = 0 ∀ 0 ≤ s < t <∞

και λόγω σvυνέχειας της a (·) παίρνω τ ≡ s:

E [a (s) | Fs] = 0⇐⇒ a (s) = 0 ∀ s

Τα επόμενα δύο Θεωρήματα γενικεύουν τα προήγούμενα και δείχνουν ότι ο τύπος του

Itô σvυνεχίζει να εφαρμόζεται και για τις ανελίξεις Itô. Κάθε λεία σvυνάρτησvη μιας ανέλιξης
Itô είναι και πάλι ανέλιξη Itô με μία σvυγκεκριμένη σvτοχασvτική αναπαράσvτασvη, όπως δείχνει
το Θεώρημα που ακολουθεί.

Θεώρημα 1.24 (Itô Φόρμουλα για Ανελίξεις Itô).
Αν f ∈ C1,2 (R+ ×R) και {Xt}t≥0 είναι ανέλιξη Itô με ολοκληρωτική αναπαράσvτασvη:

Xt = X0 +

ˆ t

0
a (ω, s) ds+

ˆ t

0
b (ω, s) dBs για κάθε t ≥ 0

τότε έχουμε:

f (t,Xt) = f (0, 0) +
ˆ t

0

[
ft (s,Xs) + fx (s,Xs)α (ω, s) + 1

2 fxx (s,Xs) b
2 (ω, s)

]
ds

+
1
2

ˆ t

0
fx (s,Xs) b (ω, s) dBs

(1.23)

Θεώρημα 1.25 (Itô Φόρμουλα για Δύο Ανελίξεις Itô).
Αν f ∈ C2,2 (R+ ×R) και {Xt}t≥0 , {Yt}t≥0 είναι ανελίξεις Itô με ολοκληρωτικές

αναπαρασvτάσvεις:

Xt =

ˆ t

0
a (ω, s) ds+

ˆ t

0
b (ω, s) dBs για κάθε t ≥ 0

Yt =

ˆ t

0
a (ω, s) ds+

ˆ t

0
b (ω, s) dBs για κάθε t ≥ 0

(1.24)

τότε έχουμε:
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f (Xt,Yt) =f (0, 0) +
ˆ t

0
fx (Xs,Ys) dXs

+

ˆ t

0
fy (Xs,Ys) dYs +

1
2

ˆ t

0
fxx (Xs,Ys) b2 (ω, s) ds

+

ˆ t

0
fxy (Xs,Ys) b (ω, s) b (ω, s) ds+ 1

2

ˆ t

0
fyy (Xs,Ys) b2 (ω, s) ds

(1.25)

K�poiec qr svimec eidikèc peript¸sveic

Υπάρχουν πολλές ειδικές περιπτώσvεις του τύπου του Itô (1.25), αλλά ίσvως η πιο φυσvική
θα ήταν να εξετάσvουμε την περίπτωσvη Yt = t. Τότε αναγόμασvτε σvτον γνώριμό μας τύπο

(1.23) για την f (t,Xt).

Μία πιο ενδιαφέρουσvα περίπτωσvη προκύπτει επιλέγοντας τη σvυνάρτησvη f (x, y) := x y.

Τότε για την ανέλιξη Zt := Xt Yt έχουμε:

dZt =fx (Xt, Yt) dXt + fy (Xt, Yt) dYt + fxx (Xt, Yt) dX2
t

+ fxy (Xt, Yt) dXtdYt + fyy (Xt, Yt) dY 2
t

(1.26)

Ισvχύουν:

dX2
t = (b (t))2 dt

dY 2
t = (b (t))2 dt

dXtdYt = b (t) b (t) dt
fx (Xt, Yt) = Yt

fy (Xt, Yt) = Xt

fxy (Xt, Yt) = 1

fxx (Xt, Yt) = fyy (Xt, Yt) = 0



(1.27)

Η (1.26) από την (1.27) γίνεται:

dZt = Yt dXt +Xt dYt + b (t) b (t) dt (1.28)

ή ισvοδύναμα

XtYt = X0Y0 +

ˆ t

0
YsdXs +

ˆ t

0
XsdYs +

ˆ t

0
b (ω, s) b (ω, s) ds (1.29)

Αυτός είναι ο κανόνας του γινομένου για την σvτοχασvτική ολοκλήρωσvη. Στην περίπτωσvη

ακόμη που μία από τις δύο ανελίξεις σvτην (1.24) δεν έχει σvτοχασvτικό όρο dBt το τελευ-
ταίο ολοκλήρωμα σvτην (1.29) δεν εμφανίζεται, και σvυνεπώς καταλήγουμε σvε έναν τύπο
που σvυμπίπτει με τον γνώριμό μας τύπο της ολοκλήρωσvης κατά παράγοντες της κλασvικής

ανάλυσvης.
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1.3 OloklhrwtikoÐ metasvqhmatisvmoÐ

΄Ενα πολύ χρήσvιμο εργαλείο επίλυσvης διαφορικών εξισvώσvεων είναι οι ολοκληρωτικοί μετα-

σvχηματισvμοί. ΄Ενας ολοκληρωτικός μετασvχηματισvμός μιας σvυνάρτησvης, f , έχει τη γενική

μορφή

f̂ (s) =

ˆ b

a
K (s, t) f (t) dt (1.30)

υπό κατάλληλες προϋποθέσvεις. Η σvυνάρτησvη f̂ καλείται ο μετασvχηματισvμός της f και η

σvυνάρτησvη K ο πυρήνας του μετασvχηματισvμού. Η γενική ιδέα είναι χρησvιμοποιώντας την

(1.30), να μετασvχηματίσvουμε το πρόβλημα για την f σvε ένα απλούσvτερο πρόβλημα για την
f̂ , να λύσvουμε το νέο πρόβλημα και ακολούθως να ανακτήσvουμε τη ζητούμενη σvυνάρτησvη,

f , μέσvω της f̂ . Στην ενότητα αυτή παραθέτουμε όσvα αποτελέσvματα είναι χρήσvιμα για την
μετέπειτα ανάλυσvη και για περισvσvότερα ο ενδιαφερόμενος αναγνώσvτης παραπέμπεται σvτη

Βιβλιογραφία.

1.3-1 O metasvqhmatisvmìc Fourier

Ο μετασvχηματισvμός Fourier φέρει το όνομα του διαπρεπούς Γάλλου μαθηματικού και φυσvικού
Jean Baptiste Joseph Fourier, οποίος πρώτος μελέτησvε τις λεγόμενες σvειρές Fourier σvε
προβλήματα μεταφοράς θερμότητας σvτα 1822.

Ορισμός 1.26 (Μετασχηματισμός Fourier).
΄Εσvτω f : R → C με

´
R
|f (x)| dx < ∞. Με άλλα λόγια η f ∈ L1 (R; C). Τότε ο

μετασvχηματισvμός Fourier της f , Ff , δίνεται από

F (f) (y) = f̂ (y) := (2π)−1/2
ˆ

R

e−ixyf (x) dx (1.31)

Παράδειγμα 1.27.
΄Εσvτω

f (x) =

e
−x για x ≥ 0

0 για x < 0

Αναζητούμε το μετασvχηματισvμό Fourier της f . Από την (1.31) έχουμε

F (f) (y) = (2π)−1/2
ˆ

R

e−ixyf (x) dx

= (2π)−1/2
ˆ +∞

0
e−ixye−xdx

= (2π)−1/2
ˆ +∞

0
e−(1+iy)xdx

= (2π)−1/2
[
0−

(
− 1

1 + iy

)]
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΄Αρα F (f) (y) = (2π)−1/2
(

1−iy
1+y2

)
. �

Παράδειγμα 1.28.
΄Εσvτω f (x) := e−

x2
2 , με x ∈ R. Τότε η F

(
e−

x2
2

)
(y) είναι διαφορίσvιμη σvυνάρτησvη του

y και ισvχύει d
dyF

(
e−

x2
2

)
(y) = −yF

(
e−

x2
2

)
(y). Επειδή F

(
e−

x2
2

)
(0) = 1 λύνοντας

την προηγούμενη Δ. Ε. καταλήγουμε ότι F
(
e−

x2
2

)
(y) = e−

y2
2 .

Με ανάλογο τρόπο μπορεί να δειχθεί ότι για s > 0 F
(
e(−

s
2 )x

2)
(y) = s−1/2e−

y2
2s . �

Ορισμός 1.29 (Συνέλιξη).
΄Εσvτω ότι οι σvυναρτήσvεις f και g ανήκουν σvτον L2 (R; C). Η σvυνέλιξη (convolution

product) της f με τη g, f ? g, ορίζεται ως

(f ? g) (x) :=
ˆ

R

f (y) g (x− y) dy

Σχόλιο 1.30.
Το γινόμενο που ορίσvαμε έχει νόημα λόγω της ανισvότητας Hölder-Riesz. Πράγματι:

ˆ
R

|f (y) g (x− y)| dy ≤
(ˆ

R

|f (x)|2 dx
)1/2

·
(ˆ

R

|g (x)|2 dx
)1/2

Αλλά η σvυνέλιξη ορίζεται και για f και g σvτον L1 (R; C), γιατί

ˆ
R

(ˆ
R

|f (y) g (x− y)| dx
)

dy =

ˆ
R

|f (y)|
(ˆ

R

|g (x− y)|dx
)

dy

=

ˆ
R

|f (y)|
(ˆ

R

|g (u)|du
)

dy

=

ˆ
R

|f (y)| dy
(ˆ

R

|g (u)|du
)

<∞

΄Αρα f (y) g (x− y) ∈ L1 (R; C). Εφαρμόζοντας το Θεώρημα Fubini εναλλάσvσvουμε τα
ολοκληρώματα και καταλήγουμε ότι η σvυνάρτησvη

´
R
|f (y) g (x− y)|dy υπάρχει για σvχεδόν

όλα τα x και είναι ολοκληρώσvιμη. Συνεπώς, το γινόμενο f ? g έχει νόημα για f και g σvτον

L1 (R; C).

Οι ιδιότητες της σvυνέλιξης είναι αρκετά χρήσvιμες σvτη θεμελίωσvη των βημάτων ῾῾περι-

γραφικής᾿᾿ απόδειξης των εννοιών του Feynman σvτο Κεφ. 2 κυρίως με την ακόλουθη μορ-
φή.
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Θεώρημα 1.31 (Plancherel).

1. Ο μετασvχηματισvμός Fourier είναι μια 1-1 γραμμική απεικόνισvη από τον χώρο
Schwartz7 S (R) σvτον εαυτό του. Επιπρόσvθετα, ο αντίσvτροφος μετασvχηματισvμός Fourier,
F−1, δίνεται από

F−1 (f) (x) = (2π)−1/2
ˆ

R

eixyf (y) dy

για κάθε f ∈ S (R). Επίσvης, F (f) (−x) = F−1 (f) (x).

2. Για όλα τα μέλη του χώρου Schwartz S (R), πυκνού υποχώρου του L2 (R; C), ισvχύει

‖F (f)‖2 = ‖f‖2 =
∥∥∥F−1 (f)

∥∥∥2

3. Ο μετασvχηματισvμός Fourier και ο αντίσvτροφός του μπορούν να επεκταθούν από
τον S (R) σvε όλο τον L2 (R; C) ως εξής. Εάν f ∈ L2 (R; C), τότε για κάθε R > 0 η
σvυνάρτησvη

FR (f) = (2π)−1/2
ˆ R

−R
e−ixyf (x) dx

ανήκει σvτον L2 (R; C). Το ακόλουθο όριο υπάρχει και ορίζει μια σvυνάρτησvη σvτον L2 (R; C):

‖F (f)−FR (f)‖2 R→∞→ 0

Δηλαδή, για κάθε f ∈ L2 (R; C),

F (f) (y) := lim
R→∞

(2π)−1/2
ˆ R

−R
e−ixyf (x) dx

:= (2π)−1/2
ˆ

R

e−ixyf (x) dx

Ανάλογα, ισvχύει επίσvης ότι

F−1 (f) (y) := lim
R→∞

(2π)−1/2
ˆ R

−R
eixyf (y) dy

:= (2π)−1/2
ˆ

R

eixyf (y) dy

4. Για κάθε f ∈ L2 (R; C), ο μετασvχηματισvμός Fourier και ο αντίσvτροφός του είναι
φραγμένοι γραμμικοί τελεσvτές με

‖F (f)‖2 = ‖f‖2 =
∥∥∥F−1 (f)

∥∥∥2

7Gia ton orisvmì tou q¸rou Schwartz bl. thn UposvhmeÐwsvh thc svel. 34.
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5. Για κάθε f , g ∈ L2 (R; C), η σvυνέλιξη f ? g ικανοποιεί την ιδιότητα

f ? g = F−1 (F (f) ·F (g)) = F
(
F−1 (f) ·F−1 (g)

)
Επιπρόσvθετα, για το εσvωτερικό γινόμενο 〈f , g〉 :=

´
R
f (x) g (x)dx του L2 (R; C) (χώρος

Hilbert) ισvχύει
〈f , g〉 = 〈F (f) , F (g)〉 =

〈
F−1 (f) , F−1 (g)

〉
Απόδειξη. Για μια απόδειξη βλ. [93], σvελ. 292.

1.3-2 EpÐlusvh miac eidik c perÐptwsvhc thc Schrödinger

Ας προσvπαθήσvουμε να δώσvουμε μια λύσvη σvτην ακόλουθη ειδική μορφή της εξίσvωσvης

Schrο̈dinger για V ≡ 0 χωρίς να μπούμε σvε ῾῾τεχνικές λεπτομέρειες᾿᾿:

∂ψ

∂t
=

i h̄

2m
∂2ψ

∂x2 , x ∈ R, t > 0

ψ (x, 0) = f (x) με
ˆ

Rn
|ψ (x, t)|2 dx = 1 για t ≥ 0

(1.32)

Ας υποθέσvουμε ότι η ψ (x, t) επιδέχεται μετασvχηματισvμό Fourier:

F (f) (y) = (2π)−1/2
ˆ

R

e−ixyf (x) dx

Εάν οι ψ και f είναι κατάλληλα λείες, τότε ισvχύει ότι

F

(
∂ψ

∂t

)
=

∂

∂t
F (ψ) , F

(
∂2ψ

∂x2

)
= −y2F (ψ)

F (ψ (x, 0)) (y) = F (f) (y)

Δηλαδή η (1.32) μετασvχηματίζεται σvτην κατά πολύ απλούσvτερη

∂

∂t
F (ψ) = − i h̄2m y2F (ψ) (1.33)

Λύνοντας την (1.33) βρίσvκουμε ότι

F (ψ) = e(
−i h̄/2m)y2tF (ψ)

΄Αρα αντισvτρέφοντας έχουμε τη λύσvη

ψ (x, t) = F−1
(
e(
−i h̄/2m)y2tF (f)

)
(x, t) = F−1

(
e(
−i h̄/2m)y2t

)
(x, t) ?F−1 (F (f)) (x, t)

=

(
i h̄t

2m

)−1/2

exp
(
− x2

2i h̄
(
t
m

)) ? f (x)
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Κατά την απόδειξη αυτή έχουμε προσvπεράσvει αρκετά βήματα του πως υπολογίσvτηκαν κάποιοι

αντίσvτροφοι μετασvχηματισvμοί Fourier, αλλά και ότι με χρειάζονται να ικανοποιούνται κάποιοι
ακόμα περιορισvμοί για τη σvυνάρτησvη της αρχικής σvυνθήκης, f , που ολοκληρώνεται σvτη

μονάδα. ΄Ομως αν θέλουμε να γίνουμε αυσvτηροί θα απομακρυνθούμε από το τελικό αποτέ-

λεσvμα

ψ (x, t) =
(

m

2πi h̄t

)−1/2 ˆ
R

exp
(
im (x− x0)

2

2 h̄t

)
· f (x0) dx0 (1.34)

Στην §2.3-1 θα επανέλθουμε σvε αυτή τη μορφή της λύσvης της (1.32), σvυγκρίνοντάς την με
τη λύσvη που ευρετικά πρότεινε ο Feynman.

1.3-3 O metasvqhmatisvmìc Laplace

Ο μετασvχηματισvμός Laplace είναι μια χρήσvιμη μέθοδος επίλυσvης γραμμικών Συνήθων Δια-
φορικών Εξισvώσvεων. Φέρει το όνομα του διαπρεπούς Γάλλου μαθηματικού και ασvτρονόμου

Pierre-Simon, marquis de Laplace, ο οποίος μελέτησvε την ακόλουθη σvχέσvη (1.35) σvτα
1782.

Ορισμός 1.32 (Μετασχηματισμός Laplace).
΄Εσvτω f : [0, +∞) → R τμηματικά σvυνεχής. Τότε ο μετασvχηματισvμός Laplace της f ,
σvυμβολίζεται ως L f ή ως f̂ , και ορίζεται από την εξίσvωσvη

(L f) (s) = f̂ (s) :=
ˆ ∞

0
e−stf (t) dt (1.35)

για εκείνα τα s ∈ C για τα οποία το ολοκλήρωμα (1.35) υπάρχει.

Πρόταση 1.33.
΄Εσvτω f : [0, +∞) → R τμηματικά σvυνεχής. Αν ο μετασvχηματισvμός Laplace της f
υπάρχει για κάποιο s0 ∈ C, τότε ο μετασvχηματισvμός Laplace της f υπάρχει για κάθε
Re (s) ≥ Re (s0).

Στα επόμενα θα υποθέτουμε ότι ο μετασvχηματισvμός Laplace των σvυναρτήσvεων θα υπ-
άρχει, χωρίς να εξετάσvουμε υπό ποιές σvυνθήκες σvυμβαίνει αυτό.

Πρόταση 1.34 (Ιδιότητες μετασχηματισμού Laplace).
1. Ο τελεσvτής Laplace, L , είναι γραμμικός: L (kf + lg) = kL f + lL g ∀k, l ∈ C.

2. Ισvχύει ότι L (ewt f (t)) = f̂ (s−w), με w, s ∈ C (για τα οποία ορίζεται ο μετασvχη-

ματισvμός).

3. L f (kt) = 1
k f̂

(
s
k

)
με s ∈ C.

4. Αν η παραγωγίσvιμη σvυνάρτησvη f και η παράγωγός της f (1) είναι ορισvμένες από το

[0, +∞) σvτο R, τμηματικά σvυνεχείς και επιδέχονται μετασvχηματισvμό Laplace, τότε ισvχύει
ότι

L f (1) (s) = sL (s)− f (0) , Re (s) ≥ s0
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Γενικότερα, αν η f υποτεθεί n-φορές παραγωγίσvιμη, τότε

L f (n) (s) = snL (s)− sn−1f (0)− sn−2f (1) (0)− . . .− f (n−1) (0) , Re (s) ≥ s0

5. Συνέλιξη. Για κάθε f , g ∈ L2 ([0, +∞) ; R) όπως σvτην Πρόταση 1.33 ισvχύει ότι

L f ? g = (L f) · (L g)

Θεώρημα 1.35 (Lerch).
΄Εσvτω f , g: [0, +∞) → R τμηματικά σvυνεχείς, που επιδέχονται μετασvχηματισvμό

Laplace και έσvτω f̂ = L f και ĝ = L g. Αν f̂ (s) = ĝ (s) για κάθε s με Re (s) ≥ s0, για

κάποιο s0, τότε f (t) = g (t) σvχεδόν για κάθε t ≥ 0 (εκτός των σvημείων ασvυνέχειας).

Πόρισμα 1.36.
Η απεικόνισvη f 7→ L f είναι 1-1. Συνεπώς, υπάρχει ο αντίσvτροφος μετασvχηματισvμός

Laplace της f και ισvχύει
f (t) = L −1f̂ ∀t ≥ 0

Σχόλιο 1.37.
Η Πρόταση 1.34 ισvχύει ανάλογα και για τον αντίσvτροφο μετασvχηματισvμό Laplace.
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Kef�laio 2
'Ena Nèo Olokl rwma: Feynman Path
Integral

We have a habit in writing articles published in
scientific journals to make the work as finished as
possible, to cover up all the tracks, to not worry
about the blind alleys or describe how you had
the wrong idea first, and so on. So there isn’t any
place to publish, in a dignified manner, what you
actually did in order to get to do the work.

R. Feynman, Nobel Lecture, 1966

Εικ. 2.1 Ο Richard Feynman κατά τη
διάρκεια διδασvκαλίας.

Αυτό το κεφάλαιο αναφέρεται σvτο μαθη-

ματικό εργαλείο των ολοκληρωμάτων Feyn-
man πάνω σvε διαδρομές1 (Feynman Path
Integrals) ως μια διαφορετική αναπαράσvτα-
σvη και προσvέγγισvη λύσvεων Μερικών Δια-

φορικών Εξισvώσvεων (ΜΔΕ). Κατά φυσvικό

τρόπο, λοιπόν, ξεκινάμε με τον μεγάλο

φυσvικό Richard Feynman, που πρώτος
εισvήγαγε αυτή την ιδέα, κατά την σvυσvτημα-

τοποίησvη της Κβαντομηχανικής, σvτη διδα-

κτορική του διατριβή σvτο Princeton το 1942
[25]. Η θεωρία της δημοσvιεύτηκε αργότε-

ρα, το 1948 [26]. Από τη σvύλληψη τους μέ-

χρι σvήμερα, τα path integrals έχουν κατα-
κτήσvει μια κάπως διφορούμενη θέσvη σvτη

Θεωρητική Φυσvική. Από τη μία έχουν ευρέως, και με μεγάλη επιτυχία, χρησvιμοποιηθεί

σvτην Κβαντική Μηχανική, Στατισvτική Φυσvική και σvτην Κβαντική Θεωρία Πεδίου, λόγω

της ισvχυρά διαισvθητικής, ευρηματικής και φορμαλισvτικής τους έλξης. Από την άλλη, οι

1Sto ex c ja protim svoume thn agglik  touc diejn  orologÐa, path integrals.

Κ. Στούρας, Πιθανοθεωρητική Επίλυση Μερικών Διαφορικών Εξισώσεων και η

Αναπαράστασή τους μέσω Path Integrals. Εφαρμογή σε μοντέλα επιτοκίων.
Διπλωματική Εργασvία

c© Εθνικό Μετσvόβιο Πολυτεχνείο, 2010

mailto:kstouras@gmail.com
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περισvσvότερες χρήσvεις τους δεν έχουν ως τώρα τεκμηριωθεί από μια επαρκή μαθηματική

αιτιολόγησvη, για λόγους που θα εξηγήσvουμε εν σvυντομία σvτη σvυνέχεια. Πρόκειται ουσvια-

σvτικά για ταλαντούμενα ολοκληρώματα (oscillating integrals) σvε έναν απειροδιάσvτατο χώρο,
και σvυνεπώς η θεμελίωσvη τους σvυνδέεται σvτενά με την ανάπτυξη της θεωρίας ολοκλήρωσvης

σvε χώρους σvυναρτήσvεων. Στην §2.3-1 παραθέτουμε, επίσvης, μια πρώτη, εντυπωσvιακή εφαρ-
μογή των path integrals από τον ίδιο τον Feynman: σvτην επαναδιατύπωσvη της εξίσvωσvης
του Schrο̈dinger που κυβερνά την Κβαντική Φυσvική εφαρμόζοντας μεθόδους της Κλασvικής
Φυσvικής! Οι ισvχυρά διαισvθητικές έννοιες του Feynman ενέπνευσvαν τον μαθηματικό Μ. Kač
να δώσvει μια αυσvτηρή και ευφυής απόδειξη σvτη λύσvη της εξίσvωσvης θερμότητας με μια σvτο-

χασvτική αναπαράσvτασvη (βλ. §2.4). Στα μετέπειτα χρόνια αρκετοί μαθηματικοί προσvπάθησvαν
να θεμελιώσvουν αυτό το ανοικτό Πρόβλημα, αλλά χωρίς επιτυχία. Για περισvσvότερες λεπτο-

μέρειες, ο ενδιαφερόμενος αναγνώσvτης παραπέμπεται σvτη βιβλιογραφία και σvυγκεκριμένα

σvτα βιβλία [31], [1], [10], [55], [57] και σvτα άρθρα [54], [71], [73], [72], [51] και [30].

2.1 H Arq  thc Upèrjesvhc twn pijanot twn met�basvhc

Στο επίκεντρο των διαισvθητικών σvυλλογισvμών που θα ακολουθήσvουν, περιέχεται η έννοια

του πλάτους πιθανότητας (probability amplitude) που σvυσvχετίζεται σvτενά με μια εντελώς
σvυγκεκριμένη κίνησvη, ως σvυνάρτησvη του χρόνου. Αξίζει, σvυνεπώς, να υπενθυμίσvουμε με

λεπτομέρεια την κβαντομηχανική έννοια της υπέρθεσvης των πλατών πιθανοτήτων (superpo-
sition principle). Πρέπει να εξετάσvουμε τις ουσvιώδεις αλλαγές σvτη φυσvική αντίληψη των
φαινομένων που απαιτούνται για την μετάβασvη από την Κλασvική σvτη Κβαντική Φυσvική. Η

περιγραφή που θα ακολουθήσvει είναι του ίδιου του Feynman από την ομιλία του κατά την
απονομή του βραβείου Νόμπελ σvτη Φυσvική το 1966, και από το πολυσvυζητημένο άρθρο του

[26].

Ακολουθώντας το σvκεπτικό του Feynman ας θεωρήσvουμε ένα φαντασvτικό, νοητικό πεί-
ραμα σvτο οποίο μπορούμε να κάνουμε τρεις διαδοχικές μετρήσvεις σvτο χρόνο: πρώτα μιας

ποσvότητας A, έπειτα μιας B, και τέλος μιας C. ΄Εσvτω, για απλότητα, ότι η τιμή αυτών των

ποσvοτήτων (πριν τη μέτρησvη) είναι μία (όλες ταυτίζονται). ΄Εσvτω ότι a είναι ένα από τα

πιθανά2 αποτελέσvματα για την ποσvότητα A, b είναι ένα αποτέλεσvμα που θα μπορούσvε να

προκύψει από μέτρησvη του B, και c ένα πιθανό αποτέλεσvμα από την μέτρησvη της τρίτης

ποσvότητας, C.

Είναι ευρέως γνωσvτό ότι η Κβαντομηχανική είναι μια θεωρία περιγραφής της φύσvης με

πιθανότητες, αλλά αυτό δεν είναι εντελώς πλήρες. Με σvτόχο να κάνουμε, ακόμα πιο ξεκά-

θαρη, τη σvχέσvη μεταξύ κλασvικής και κβαντικής θεωρίας, θα μπορούσvαμε να ισvχυρισvτούμε

ότι σvτην κλασvική Φυσvική επίσvης ασvχολούμασvτε με πιθανότητες, αλλά όμως τότε όλες οι

πιθανότητες είτε είναι μηδέν, ή μονάδα.

2Sthn Kbantomhqanik , lìgw arq c aprosvdiorisvtÐac, de mporoÔme na metr svoume me απόλυτη akrÐbeia
mia posvìthta, all� mìno me mÐa prokajorisvmènh πιθανότητα.
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Ορίζουμε τώρα ως Pab την πιθανότητα3 ότι αν κατά τη μέτρησvη του A πήραμε a, τότε η

μέτρησvη του B θα δώσvει το αποτέλεσvμα b. Ομοίως, Pbc είναι η πιθανότητα ότι αν κατά τη

μέτρησvη του B πήραμε b, τότε η μέτρησvη του C θα δώσvει το αποτέλεσvμα c. Επίσvης, έσvτω

Pac η πιθανότητα αν το A να δώσvει a, τότε το C να δώσvει c. Τέλος, σvυμβολίζουμε με Pabc
την πιθανότητα και των τριών, δηλαδή, αν το A να δώσvει a, τότε το B να δώσvει b, και το

C να δώσvει c.

Αν τα ενδεχόμενα μεταξύ a και b είναι ανεξάρτητα4 με τα ενδεχόμενα μεταξύ b και c,

τότε

Pabc = PabPbc (2.1)

Συνεπώς, για κάθε ενδεχόμενο πρέπει να ισvχύει η σvχέσvη5

Pac =
∑
b

Pabc ≡
∑
b

P (a | b)P (b | c) (2.2)

Αυτό ισvχύει γιατί, εάν η αρχική μέτρησvη A δώσvει a και το σvύσvτημα βρεθεί αργότερα να δίνει

αποτέλεσvμα c κατά την μέτρησvη του C, η ποσvότητα B πρέπει να είχε κάποια τιμή σvτο μεταξύ

χρονικό διάσvτημα μεταξύ A και C. Η πιθανότητα ότι αυτή η τιμή ήταν b είναι Pabc. Τέλος,

αθροίζουμε, ή ολοκληρώνουμε, πάνω σvε όλα τα αμοιβαίως αποκλειώμενα ενδεχόμενα για

το b (σvυμβολίζεται με
∑
b).

Η ουσvιώδης διαφορά μεταξύ κλασvικής και κβαντικής φυσvικής βρίσvκεται σvτην εξ. (2.2).
Στην κλασvική φυσvική η σvχέσvη αυτή είναι πάντα αληθής. Στην κβαντκή φυσvική είναι σvυχνά

λάθος. Αν σvυμβολίσvουμε με P qac την κβαντομηχανική πιθανότητα ότι η μέτρησvη του C δίνει

c όταν ακολουθεί μια μέτρησvη του A που δίνει a. Τότε η εξ. (2.2) αντικαθίσvταται σvτην
κβαντομηχανική από τον εξής αξιοσvημείωτο νόμο: Υπάρχουν μιγαδικοί αριθμοί ϕab, ϕbc,

ϕac τέτοιοι ώσvτε

Pab = |ϕab|2 , Pbc = |ϕbc|2 , και P qac = |ϕac|2 (2.3)

Ο κλασvικός νόμος, που προκύπτει σvυνδυάζοντας τις (2.1) και (2.2):

Pac =
∑
b

PabPbc (2.4)

αντικαθίσvταται από τον

ϕac =
∑
b

ϕabϕbc (2.5)

Αν η (2.5) είναι σvωσvτή, σvυνήθως η (2.4) είναι λάθος. Το λογικό λάθος που έγινε σvτο

3 'Enac pio diaisvjhtikìc svumbolisvmìc gia thn Pab ja mporoÔsve na  tan o P (a | b): h desvmeumènh
pijanìthta tou endeqomènou a, dedomènou ìti pragmatopoi jhke to endeqìmeno b.

4Autì upì k�poiec proôpojèsveic svumbaÐnei svthn Kbantomhqanik .

5Bl. prohgoÔmenh uposvhmeÐwsvh §3.
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σvυμπέρασvμα της (2.4) οφείλεται, φυσvικά, σvτην υπόθεσvη μας ότι για να μεταβεί από την
κατάσvτασvη a σvτη c το σvύσvτημα έπρεπε να περάσvει από μια κατάσvτασvη τέτοια ώσvτε το B

έπρεπε να δώσvει μια ορισvμένη τιμή, b.

Σκεπτόμενοι την πιθανότητα ως σvυχνότητα εμφάνισvης, η (2.4) σvυνεπάγεται απλά από
τη τελευταία δήλωσvη ότι δηλαδή σvε κάθε πείραμα που δίνει τις τιμές a και c, η ποσvότητα

B είχε κάποια τιμή. Η μόνη περίπτωσvη που η (2.4) θα μπορούσvε να ήταν λάθος είναι
ότι η δήλωσvη πως ῾῾η ποσvότητα B είχε κάποια τιμή᾿᾿ πρέπει κάποιες φορές να μην έχει

νόημα. Παρατηρώντας ότι η (2.5) αντικαθισvτά την (2.4) μόνο σvτην περίπτωσvη που δεν
κάνουμε καμία προσvπάθεια να μετρήσvουμε τη ποσvότητα B, οδηγούμασvτε σvτον ισvχυρισvμό

ότι η δήλωσvη πως ῾ ἡ ποσvότητα B είχε κάποια τιμή᾿᾿, πρέπει να μην έχει νόημα όταν δεν

κάνουμε καμία προσvπάθεια να μετρήσvουμε τη ποσvότητα B6.

Συνεπώς, έχουμε διαφορετικά αποτελέσvματα για τη σvυσvχέτισvη μεταξύ των τιμών a και c

(δηλαδή τις σvχέσvεις (2.4) και (2.5)), αναφορικά με το αν επιχειρήσvαμε ή όχι να μετρήσvουμε
τη ποσvότητα B. ΄Οσvο έμμεσvα κι αν προσvπαθήσvει κάποιος, η προσvπάθεια να μετρήσvει τη

B πρέπει να διαταράξει το σvύσvτημα, τουλάχισvτον σvε βαθμό ώσvτε να αλλάξει τους υπολο-

γισvμούς μας από την (2.5) σvε αυτούς της (2.4)7. Το ότι η απόπειρα να μετρήσvουμε τη B,
όντως προκαλεί τις κατάλληλες διαταραχές, και ότι σvυνεπώς η (2.4) θα μπορούσvε να ήταν
λάθος, διατυπώθηκε αρχικά από τον Heisenberg σvτην αρχή της αβεβαιότητας και βρίσvκεται
σvτον πυρήνα της κβαντικής θεωρίας.

Η εξ. (2.5) είναι μια τυπική αναπαράσvτασvη της κυματιδιακής φύσvης της ύλης. Σύμφω-
να με αυτήν, η πιθανότητα να βρούμε ένα σvωματίδιο να πηγαίνει από το a σvτο c κατά

μήκος διαφορετικών διαδρομών (τιμές του b) μπορεί, εάν δε γίνει καμία προσvπάθεια να

προσvδιορίσvουμε τη διαδρομή, να αναπαρασvταθεί ως το άθροισvμα των τετραγώνων κάποιων

μιγαδικών ποσvοτήτων για κάθε πιθανή διαδρομή. Τις μιγαδικές αυτές ποσvότητες ο Feyn-
man τις αποκάλεσvε φάσvεις (phases). Το ηλεκτρόνιο σvυμπεριφέρεται ως κύμα, δηλαδή ισvχύει
η (2.5), όσvο δε κάνουμε καμία προσvπάθεια να προσvδιορίσvουμε ότι είναι σvωματίδιο. Ωσvτόσvο,
μπορεί κάποιος να προσvδιορίσvει, αν το θέλει, ποια διαδρομή ακολούθησvε, ακριβώς σvαν να

να ήταν σvωματίδιο. Αλλά όταν κάποιος το επιχειρήσvει αυτό, η σvχέσvη (2.4) εφαρμόζεται και
τότε το ηλεκτρόνιο σvυμπεριφέρεται ως σvωματίδιο.

Η Εικόνα 2.2 απεικονίζει σvχηματικά όλες τις προηγούμενες μαθηματικές σvχέσvεις. Πρό-
κειται για το περίφημο πείραμα διπλής σvχισvμής (double slit experiment) του Young. Το
ηλεκτρόνιο σvτο σvημείο a μπορεί να να φτάσvει σvτο σvημείο c είτε ακολουθώντας τη διαδρομή

abc, είτε τη διαδρομή ab′a. Το πλάτος της διαδρομής abc είναι ϕabc = ϕab · ϕbc και για
τη διαδρομή ab′a είναι ϕab′c = ϕab′ · ϕb′c. Το σvυνολικό πλάτος είναι σvυνεπώς το άθροισvμα
ϕac = ϕabc + ϕab′c = ϕab · ϕbc + ϕab′ · ϕb′c, όπου ϕab είναι το πλάτος για τη διαδρομή ab,
κτλ.

6 'Opwc qarakthrisvtik� anafèrei o Feynman: <<de ja bohjoÔsve na tonÐzame ìti ja mporoÔsvame na
eÐqame metr svei th posvìthta B an to jèlame. To svhmantikì eÐnai ìti den to k�name>>!

7To pwc h (2.4) prokÔptei apì thn (2.5) ìtan oi metr sveic diatar�svsvoun to svÔsvthma èqei melethjeÐ
analutik� apì ton meg�lo majhmatikì J. von Neumann svto klasvikì biblÐo tou [69].
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Εικ. 2.2 Το πείραμα διπλής σvχισvμής (double slit experiment) του Young.

΄Ομως τα προηγούμενα δεν είναι τίποτα άλλο από την εξήγησvη της γνωσvτής αρχής του

δυϊσvμού της ύλης. Παρόλαυτα, είναι αναγκαίο να τονίσvουμε ότι αυτή είναι μια άμεσvη

σvυνέπεια της εξ. 2.5·η εν λόγω εξίσvωσvη κατέχει κεντρική θέσvη σvτην επαναδιατύπωσvη της
κβαντικής μηχανικής του Feynman και σvυνεπώς σvτην κατανόησvη της διαίσvθησvης που ενέ-
χουν οι μέθοδοι που θα αναπτυχθούν σvτην εργασvία αυτή.

Η γενίκευσvη των σvχέσvεων (2.4) και (2.5) σvε ένα μεγαλύτερο (πεπερασvμένο) πλήθος
μετρήσvεων των μεγεθών, έσvτω A, B, C, D, . . . , N , είναι, προφανώς, ότι η πιθανότητα να
σvυμβεί η ακολουθία των a, b, c, . . . , n ισvούται με

Pabc···n = |ϕabc···n|2

Η πιθανότητα της έκβασvης του πειράματος a, c, n για παράδειγμα, εάν έχουν μετρηθεί οι b,
d, . . . ,m, είναι η κλασvικός τύπος:

Pacn =
∑
b

∑
d

· · ·Pabc···n (2.6)

ενώ η πιθανότητα της ίδιας ακολουθίας a, c, n, εάν δεν έχει γίνει καμία μέτρησvη μεταξύ A

και C και μεταξύ C και N είναι

P qacn =

∣∣∣∣∣∑
b

∑
d

· · ·ϕabc···n
∣∣∣∣∣
2

(2.7)



28 Κεφάλαιο 2 ΄Ενα Νέο Ολοκλήρωμα: Feynman Path Integral

2.2 OrÐzontac thn pijanìthta met�basvhc ènoc path

Σε αυτή την ενότητα θα επεκτείνουμε τις προηγούμενες ιδέες για να περιγράψουμε το

σvυλλογισvμό του Feynman που σvχετίζεται με τον ορισvμό της πιθανότητας μετάβασvης για
ένα απόλυτα προκαθορισvμένο path ενός σvωματιδίου μέσvα σvτο χώρο και σvτο χρόνο. Ας
περιορισvτούμε σvτη μονοδιάσvτατη περίπτωσvη, αφού η γενίκευσvη σvε περισvσvότερες διασvτάσvεις

είναι φανερή.

΄Εσvτω ότι έχουμε ένα σvωματίδιο σvτο R, του οποίου η κίνησvη μπορεί να πάρει διάφορες

τιμές σvτον άξονα x. ΄Εσvτω ότι κάνουμε ένα πολύ μεγάλο αριθμό διαδοχικών μετρήσvεων της

θέσvης του, που τις υποθέτουμε ότι διαφέρουν χρονικά κατά ένα μικρό χρονικό διάσvτημα

ε. Τότε διαδοχικές μετρήσvεις των A, B, C, ... ταυτίζονται με διαδοχικές μετρήσvεις σvτον

άξονα x των διαδοχικών χρονικών σvτιγμών t1, t2, t3, ..., όπου ti+1 = ti+ ε. ΄Εσvτω xi, μια

από τις πιθανές τιμές της μέτρησvης της x-σvυντεταγμένης τη σvτιγμή ti. Συνεπώς, αν A είναι

μια μέτρησvη του x τη σvτιγμή t1, τότε x1 είναι αυτό που προηγούμενως σvυμβολίσvαμε με a.

Σύμφωνα με την κλασvική θεώρησvη, οι διαδοχικές τιμές x1, x2, x3, ... της x-σvυντεταγμένης

πρακτικά ορίζουν μία διαδρομή (path) x (t). Τελικά, αναμένουμε να πάρουμε το όριο καθώς
ε→ 0 και ελπίζοντας ότι τα ολοκληρώματα θα έχουν νόημα και ότι θα σvυγκλίνουν.
Η πιθανότητα μιας ενός τέτοιου path είναι σvυνάρτησvη των x1, x2, . . . ,xi, . . . και έσvτω
ότι τη σvυμβολίζουμε με P (. . . xi, xi+1, . . .). Η πιθανότητα ότι το path βρίσvκεται σvε μια
σvυγκεκριμένη περιοχή Π του χωρόχρονου υπολογίζεται κλασvικά ολοκληρώνοντας την πι-
θανότητα πάνω σvε όλη αυτήν τη περιοχή. Συνεπώς, η πιθανότητα το xi να βρίσvκεται μεταξύ

ai και bi και το xi+1 να βρίσvκεται μεταξύ ai+1 και bi+1 κ.ο.κ, είναι

· · ·
ˆ bi

ai

ˆ bi+1

ai+1

· · ·P (. . . xi, xi+1, . . .) · · · dxi dxi+1 · · · =

=

ˆ
Π
P (. . . xi, xi+1, . . .) · · · dxi dxi+1 · · ·

(2.8)

όπου το σvύμβολο
´

Π έχει την έννοια της ολοκλήρωσvης πάνω σvε όλο το εύρος τιμών των

μεταβλητών xi, που περιέχονται σvτην περιοχή Π.

Παρατηρήσεις 2.1.
1. Η σvχέσvη (2.8) είναι απλά η εξ. (2.6), με τα a, b, c, . . . να έχουν αντικατασvταθεί από
τα x1, x2, x3, ... και η άθροισvη να έχει μετατραπεί σvε ολοκλήρωσvη.

2. Αναμένουμε ότι η πιθανότητα ένα σvωματίδιο να βρίσvκεται σvτην περιοχή Π να είναι το
τετράγωνο ενός μιγαδικού αριθμού |ϕ (Π)|2. Αυτόν τον αριθμό ο Feynman τον αποκάλεσvε
πλάτος πιθανότητας (probability amplitude) της περιοχής Π και υπολογίζεται από την

εξ. (2.7) με τα a, b, c, . . . να έχουν αντικατασvταθεί από τα x1, x2, x3, ... και η άθροισvη να

έχει μετατραπεί και πάλι σvε ολοκλήρωσvη:

ϕ (Π) = lim
ε→0

ˆ
Π

Φ (. . . xi, xi+1, . . .) · · · dxi dxi+1 · · · (2.9)
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Ο μιγαδικός αριθμός Φ (. . . xi, xi+1, . . .) είναι σvυνάρτησvη των μεταβλητών xi, που ορίζουν
το path. Διαισvθητικά, θα μπορούσvαμε να φαντασvτούμε ότι η χρονική διαφορά ε τείνει σvτο
μηδέν, ούτως ώσvτε ο Φ να εξαρτάται ουσvιασvτικά από ολόκληρο το path x (t), παρά από

μόνο τις τιμές των xi, τις χρονικές σvτιγμές ti, με xi = x (ti). ΄Ετσvι, ορίζουμε το μιγαδικό

αριθμό Φ ως το σvυναρτησvιακό πλάτους πιθανότητας (probability amplitude functional)
των διαδρομών x (t).

Οι προηγούμενοι σvυλλογισvμοί σvυνοψίζονται σvτο ακόλουθο:

Αξίωμα I.
Για να προσvδιορίσvουμε εάν ένα σvωματίδιο έχει μια διαδρομή (path) μέσvα σvε μια σvυγκεκρι-
μένη περιοχή του χωρόχρονου, τότε η πιθανότητα το αποτέλεσvμα να είναι καταφατικό είναι

η απόλυτη τιμή του τετραγώνου ενός αθροίσvματος μιγαδικών ποσvοτήτων-σvυνεισvφορών, μία

για κάθε διαφορετική ῾῾ισvτορία᾿᾿ ή διαδρομή μέσvα σvτην περιοχή αυτή, που ονομάζεται ῾῾πλάτος

πιθανότητας᾿᾿.

Το προηγούμενο αξίωμα δεν είναι πλήρες. Το νόημα ενός αθροίσvματος όρων, έναν για

῾῾κάθε᾿᾿ διαδρομή είναι διφορούμενο. Η ακριβής ερμηνεία της εξ. (2.9) είναι η ακόλουθη. Μια
διαδρομή ορίζεται αρχικά μόνο από τις θέσvεις xi = x (ti), διανύοντας μια ακολουθία ισvαπε-

χόντων χρονικών σvτιγμών ti = ti−1 + ε. ΄Επειτα, όλες οι τιμές των σvυντεταγμένων μέσvα

σvτην περιοχή Π έχουν ένα ίσvο ῾῾βάρος᾿᾿ (σvυνεισvφορά). Η πραγματική τιμή της σvυνεισvφοράς
εξαρτάται από το ε και μπορεί να επιλεχθεί κατάλληλα ώσvτε η πιθανότητα ενός βεβαίου ενδ-

εχομένου να κανονικοποιείται σvτη μονάδα. Η ερμηνεία και η περαιτέρω εξήγησvη αυτών των

σvυνεισvφορών ακολουθεί σvτην §2.3-1. Το όριο ε → 0 πρέπει να σvυμπεριληφθεί σvτο τέλος
του υπολογισvμού και ερμηνεύεται ως η μετάβασvη από τους κβαντικούς νόμους σvτους κλα-

σvικούς νόμους. Αν δεν υπάρχουν μαθηματικά κενά σvτους προηγούμενους σvυλλογισvμούς,

οδηγούμασvτε σvε μια νέα επαναδιατύπωσvη της Κβαντομηχανικής.

2.3 O formalisvmìc tou Feynman

Ο ίδιος ο Feynman απέδειξε ότι αυτή η τρίτη σvυσvτηματοποίησvη της Κβαντομηχανικής, η
προσvέγγισvη μέσvω path integrals, είναι ισvοδύναμη με τις γνωσvτές, διαφορετικές διατυπώσvεις
του Schrο̈dinger, αλλά και του Heisenberg και του Dirac. Περιέργως, τρεις ανεξάρτητες
μαθηματικές θεωρίες έχουν σvυσvχετισvτεί με τις τρεις θεμελιώσvεις της Κβαντομηχανικής.

Ενώ η Heisenberg-Dirac μέθοδος βασvίζεται σvε ῾῾άλγεβρα᾿᾿, η προσvέγγισvη του Schrο̈dinger
βασvίζεται σvε διαφορικές εξισvώσvεις και σvυνεπώς χρησvιμοποιεί ῾ ἁνάλυσvη᾿᾿. Η μέθοδος του

Feynman από την άλλη βασvίζεται σvε ῾῾γεωμετρία᾿᾿. Αυτός ο γεωμετρικός τρόπος έκφρασvης
της Κβαντικής Αρχής της Υπέρθεσvης είναι διαισvθητικά ιδιαίτερα ελκυσvτικός, αφού μας

επιτρέπει άμεσvα να φαντασvτούμε την ενισvχυτική ή αναιρετική αλληλεπίδρασvη που προκύπτει

από πολλά διαφορετικά μονοπάτια. Ο ίδιος ο Feynman απέδωσvε αυτή την πολλαπλότητα
των πιθανών περιγραφών των κβαντικών φαινομένων σvτο ότι έχουμε σvυλλάβει σvτοιχεία-
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κλειδιά σvτην περιγραφή των ατομικών φαινομένων και είναι μια έκφρασvη και αναπαράσvτασvη

της απλότητας της φύσvης.

Στην πραγματικότητα, η ιδέα του path integral, σvυνήθως γνωσvτού ως σvυναρτησvιακό
ολοκλήρωμα (functional integral), είχε γίνει γνωσvτή σvτους μαθηματικούς πολύ πριν τον
Feynman. ΄Ενα σvυναρτησvιακό μπορεί να θεωρηθεί ως το ανάλογο μιας σvυνάρτησvης απείρων
πολλών μεταβλητών. Υπολογισvμοί που αφορούν ένα σvυναρτησvιακό γίνονται θεωρώντας το

ως μια σvυνάρτησvη πεπερασvμένου πλήθους N μεταβλητών, και ακολούθως, αφήνοντας το

N → ∞. Η διαδικασvία είναι παρόμοια της μεθόδου διαμέρισvης του χρόνου του Feynman.
Πρώιμα άρθρα του P. Daniel από το 1918 [16, 17, 18] περιέχουν κάποιες προσvπάθειες ολοκ-
λήρωσvης ενός σvυναρτησvιακού πάνω σvε έναν χώρο σvυναρτήσvεων και επεκτάθηκαν από τον

Μ.Kač. Μεταγενέσvτερα, ο N. Wiener το 1923 εισvήγαγε έναν κατάλληλο μετρο-θεωρητικό8

ορισvμό ενός ολοκληρώματος ενός σvυναρτησvιακού σvτο χώρο των σvυνεχών σvυναρτήσvεων

[94, 95] προσvπαθώντας να μοντελοποιήσvει την κίνησvη μικρών σvωματιδίων μέσvα σvε ένα υ-

γρό (κίνησvη Brown). Ο Feynman από την άλλη ανέπτυξε την ιδέα ενός ολοκληρώματος
σvτον ίδιο χώρο των σvυνεχών σvυναρτήσvεων κατά τις προσvπάθειες του να μοντελοποιήσvει

την Κβαντομηχανική των πολύ μικρών σvωματιδίων, όπως τα ηλεκτρόνια. Η ομοιότητα αυτή

μεταξύ του Feynman path integral και του Wiener integral έχει επαρκώς σvχολιασvτεί σvτη
βιβλιογραφία. Για να πετύχει, η μέθοδος του Feynman έπρεπε να ήταν σvυμβατή με την
Schrο̈dinger.

2.3-1 'Ola prèpei na eÐnai svumbat� me thn Schrödinger

Στις ενότητες §2.1 και §2.2 περιγράψαμε τους διαισvθητικούς σvυλλογισvμούς του Feynman
προσvπαθώντας να θεμελιώσvει την QED9. Στόχος μας όμως είναι η απλή παράθεσvη αυτών

για λόγους σvυνοχής των εννοιών που θα ακολουθήσvουν. Εδώ, θα προσvπαθήσvουμε να

δώσvουμε ένα μικρό ισvτορικό σvκαρίφημα της μαθηματικής θεωρίας των Path Integrals του
Feynman, θεωρώντας την απλή περίπτωσvη ενός μη σvχετικισvτικού σvωματιδίου μάζας m, που
κινείται σvε Ευκλείδειο χώρο Rn υπό την επίδρασvη μιας σvυντηρητικής δύναμης που δίνεται

μέσvω του δυναμικού V (x), το οποίο υποθέτουμε για απλότητα, ότι είναι μια φραγμένη,

σvυνεχής σvυνάρτησvη με πραγματικές τιμές από τον Rn.

Η κλασvική Λαγκρασvιανή (Lagragian), από την οποία, ως γνωσvτόν προκύπτουν οι κλα-
σvικές εξισvώσvεις Euler-Lagrange της κίνησvης, είναι:

L = EKIN −E∆Y N

8AxÐzei na svhmeiwjeÐ pwc akìmh kai to ìnoma path integral emfanÐzetai gia pr¸th for� svto �rjro
tou N. Wiener to 1923.

9Kbantik  Hlektro-Dunamik .
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Εικ. 2.3 ΄Ενα γράφημα του path x = {x (τ )}, 0 ≤ τ ≤ t, με σvυνοριακές σvυνθήκες
x (0) = y και x (t) = x.

δηλαδή10

L

(
x, dx
dt

)
=

1
2m

(
dx

dt

)2
− V (x) (2.10)

Ορισμός 2.2 (Δράση).

Η δράσvη (action) S πάνω σvε ένα μονοπάτι (path) x (·) σvτο χρονικό διάσvτημα 0 ≤
τ ≤ t (σvυμβολικά St (x)) είναι ένα σvυναρτησvιακό που προκύπτει από το ολοκλήρωμα της

Λαγκρασvιανής κατά μήκος του μονοπατιού, δηλαδή:

St (x) := S [x (·)] =
ˆ t

0

[
1
2m

(
dx

dt
(τ )

)2
− V (x (τ ))

]
dτ

Η αρχή ελάχισvτης δράσvης του Hamilton υπαγορεύει ότι η τροχιά που τελικά ακολουθείται
από ένα σvωματίδιο καθώς πηγαίνει από το σvημείο y, τη σvτιγμή 0, σvτο σvημείο x τη σvτιγμή

t, είναι αυτή που κάνει την δράσvη ελάχισvτη, δηλαδή πρέπει να ελαχισvτοποιήσvουμε το:

St (x) =

ˆ t

0
L

(
x (τ ) , dx

dt
(τ )

)
dτ (2.11)

πάνω σvε όλες τις πιθανές μεταβολές των paths x = {x (τ )}, 0 ≤ τ ≤ t, με x (0) = y και

x (t) = x, που αφήνουν τα αρχικά και τελικά σvημεία y και x αντίσvτοιχα, και τον χρόνο

t, σvταθερά (βλ. Εικόνα 2.3). Η αρχή αβεβαιότητας του Heisenberg όμως, όπως αναφέραμε
σvτην §2.1 θέτει κάποια όρια σvτην ακρίβεια της μέτρησvης της θέσvης x, τη σvτιγμή t. Από
φυσvικής πλευράς, σvυνεπώς, εκχωρούμε μια πιθανότητα σvε κάθε path x, Px (x, t).

10JewroÔme gia lìgouc aplìthtac ìti h Lagkrasvian  exart�tai mìno apì thn jèsvh kai apì to tetr�g-
wno thc pr¸thc parag¸gou aut c (taqÔthta).
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Στην Κβαντομηχανική, η κατάσvτασvη ενός σvωματιδίου τη σvτιγμή t περιγράφεται από μια

σvυνάρτησvη11 ψ (x, t), η οποία ανήκει σvτον L2 (Rn ×R+; C) και ικανοποιεί την εξίσvωσvη

κίνησvης του Schrο̈dinger

i h̄
∂

∂t
ψ (x, t) = − h̄2

2m4ψ (x, t) + V (x)ψ (x, t) (2.12)

με Cauchy αρχική σvυνθήκη τη σvτιγμή t = 0,

ψ (x, 0) = f (x) (2.13)

όπου 4 = ∇2 = ∇ ·∇, η Λαπλασvιανή (Laplasian) σvτον Rn και h̄, η σvταθερά του Planck
διαιρεμένη με 2π. Επιπλέον, για την πιθανότητα κάθε μονοπατιού, πρέπει να ισvχύει ότι:
Px (x, t) = |ψ (x, t)|2.

Σχόλιο 2.3.

Σε αυτό το σvημείο θα ήταν χρήσvιμο να κάνουμε πρώτα μερικά σvχόλια και να δώσvουμε

κάποιους ορισvμούς που αφορούν τελεσvτές σvε έναν μιγαδικό χώρο Hilbert H. Το πεδίο
ορισvμού ενός γραμμικού τελεσvτή T , D (T ) είναι ένας υπόχωρος του H. ΄Εχουμε

T (a1x1 + a2x2) = a1Tx1 + a2Tx2 ∀a1, a2 ∈ C και ∀x1,x2 ∈ D (T )

Για να προχωρήσvουμε χρειαζόμασvτε τις ακόλουθες έννοιες για έναν τελεσvτή:

1. Φραγμένος. ΄Ενας γραμμικός τελεσvτής T σvτον H καλείται φραγμένος αν υπάρχει
σvταθερά C > 0 έτσvι ώσvτε ‖Tψ‖ ≤ C ‖ψ‖ για κάθε ψ ∈ D (T ).

2. Νόρμα. ΄Εσvτω X, Y δύο χώροι με νόρμα και T : X → Y ένας φραγμένος τελεσvτής.

Η νόρμα του T , ‖T‖ , ορίζεται ως

‖T‖ := sup {‖Tψ‖ : ψ ∈ X, ‖ψ‖ = 1} = sup
{‖Tψ‖
‖ψ‖ : ψ ∈ X, ψ 6= 0

}

3. Συνεχής. ΄Ενας γραμμικός τελεσvτής καλείται σvυνεχής σvτην ψ σvτο D (T ) αν για

κάθε ακολουθία {ψn} σvτον D (T ) για την οποία ‖ψn −ψ‖ → 0 σvυνεπάγεται ότι
‖Tψn − Tψ‖ → 0.

4. Φραγμένος ανν σvυνεχής. ΄Ενας γραμμικός τελεσvτής T είναι φραγμένος ανν είναι

σvυνεχής. Αν T είναι φραγμένος, υπάρχει σvταθερά C > 0 έτσvι ώσvτε ‖Tψ‖ ≤ C ‖ψ‖,
και σvυνεπώς ‖Tψn − Tψ‖ = ‖T (ψn −ψ)‖ ≤ C ‖ψn −ψ‖ . Αλλά αν T δεν είναι
φραγμένος, υπάρχει ακολουθία {ψn} σvτον D (T ) για την οποία ‖Tψn‖ ≥ n ‖ψn‖ .
Θεωρώντας gn = ψn

n‖ψn‖ , έχουμε ότι ‖gn‖ → 0, ενώ ‖Tgn‖ ≥ 1.

11Oi fusvikoÐ thn apokaloÔn kumatosvun�rthsvh.
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5. Ισvομετρία. ΄Ενας φραγμένος, γραμμικός τελεσvτής T σvτον H είναι ισvομετρία ανν
〈Tψ,Tψ〉 = 〈ψ,ψ〉, ανν T ∗T = I.

6. Ορθομοναδιαίος. ΄Ενας φραγμένος, γραμμικός τελεσvτής U από τον H σvτο C είναι

ορθομοναδιαίος (unitary) ανν U είναι ισvομετρία και επί. Για παράδειγμα, ο τελεσvτής
του μετασvχηματισvμού Fourier είναι ορθομοναδιαίος τελεσvτής (Θεώρημα Plancherel).

Σε ό,τι ακολουθεί,H θα είναι ένας χώροςHilbert των Lebesgue μετρήσvιμων σvυναρτήσvεων
από το R σvτο C, τέτοιες ώσvτε η ψ να είναι τετραγωνικά ολοκληρώσvιμη:

ˆ
R

|ψ (x)|2 dx <∞

Σε αυτόν τον χώρο, ταυτίζοντας τις σvυναρτήσvεις ψ1 και ψ2 που είναι σvχεδόν παντού ίσvες,

το εσvωτερικό γινόμενο ορίζεται από τη σvχέσvη:

〈ψ1,ψ2〉 :=
ˆ

R

ψ1 (x)ψ2 (x)dx,

‖ψ‖2 = 〈ψ,ψ〉 =
ˆ

R

|ψ (x)|2 dx

Ο παραδοσvιακός σvυμβολισvμός αυτού του χώρου είναι ο L2 (R; C). Η σvύγκλισvη των ψn
σvτην ψ θεωρείται με την ακόλουθη έννοια

‖ψn −ψ‖ =
(ˆ

R

|ψn −ψ|2 dx
)1/2

n→ 0

Ο χώρος L2 (R; C) είναι ένας πλήρης μετρικός χώρος. Για περισvσvότερα, ο ενδιαφερόμενος

αναγνώσvτης παραπέμπεται σvτο κλασvικό σvύγγραμμα [20].

Προσvπαθώντας να επιλύσvουμε την (2.12) ορίζουμε τον τελεσvτή:

H := − h̄2

2m4+ V (x) (2.14)

που ως γνωσvτόν είναι η Hamiltonian του κβαντομηχανικού σvωματιδίου. Ο H είναι αυ-

τοσvυζυγής τελεσvτής (H = H∗), σvτο φυσvιολογικό πεδίο ορισvμού του 4 και σvυνεπώς ορίζε-
ται ο τελεσvτής e−

i
h̄
tH και ανήκει σvτο σvύνολο U (H), που αποτελεί πολλαπλασvιασvτική ομάδα

σvτον L2 (R; C) με μονάδα τον ταυτοτικό τελεσvτή I (για απόδειξη βλ. [20] και [52]).

Συνεπώς, η λύσvη του προβλήματος αρχικών τιμών (2.12), (2.13) είναι η

ψ (x, t) = e−
i
h̄
tHf (x) (2.15)

απαιτώντας, σvύμφωνα με το Σχόλιο 2.3 και τη φυσvική του Προβήματος να ισvχύει:
ˆ

Rn
|ψ (x, t)|2 dx = 1 για t ≥ 0 (2.16)
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Από την Lie-Kato-Trotter Φόρμουλα και τις ιδιότητες Ημιομάδας έχουμε:

e−
i
h̄
tH = s−lim

n→∞

(
e−

i
h̄
t
n
V e−

i
h̄
t
n
H0
)n

(2.17)

όπου ορίζουμε

H0 := − h̄2

2m4 (2.18)

Για να έχει νόημα το ακόλουθο ολοκλήρωμα, υποθέτουμε ότι f ανήκει σvτον χώρο12

Schwartz S (Rn) και έχουμε επίσvης

e−
i
h̄
tH0f (x) =

(
2πi h̄

m
t

)−n2 ˆ
Rn
eim

(x−y)2
2 h̄t f (y) dy (2.19)

όπου η σvταθερά N =
(
2πi h̄m t

)−n2 προτάθηκε από τον Feynman, ονομάζεται renormaliza-
tion constant και είναι άμεσvα σvυνδεδεμένη με το Πρόβλημα13 (2.12), (2.13).
Συνεπώς, σvυνδυάζοντας τις (2.17) και (2.19) έχουμε:

e−
i
h̄
tHf (x) = s−lim

n→∞

(
2πi h̄

m

t

k

)−n2 ˆ
Rn
e−

i
h̄
St(xn,...,x0)f (x0) dx0 · · · dxn−1 (2.20)

όπου εξ ορισvμού xn = x,
√
−i := e−i

π
4 = (1−i)

√
2

2 και:

St (xn, . . . ,x0) :=
t

n

n∑
i=1

[
m

2
(xi − xi−1)

2(
t
n

)2 − V (xi)

]
(2.21)

Ας παρατηρήσvουμε λίγο την έκφρασvη (2.20). Είναι ένα n-πολλαπλό ολοκλήρωμα σvτον Rn.

Καθώς το n→∞ ῾῾ολοκληρώνουμε᾿᾿ σvε έναν απειροδιάσvτατο χώρο. Η (2.20) δίνει τη λύσvη
της Schrο̈dinger (2.12), (2.13) ως ένα όριο ολοκληρωμάτων14.
Επιπρόσvθετα, σvυγκρίνουμε την έκφρασvη του Feynman για την λύσvη της Schrο̈dinger
μέσvω αθροισvμάτων Riehmann για V ≡ 0 με την έκφρασvη της §1.3-2 μέσvω μετασvχηματισvμών

12

Orismìc 2.4. [Χώρος Schwartz]
O χώρος Schwartz S (Rn) apoteleÐtai apì ìlec tic migadikèc svunart sveic f : Rn → C tètoiec ¸svte:

1. H f èqei parag¸gouc k�je t�xhc.

2. H f kai k�je par�gwgìc thc èqei svugklÐnoun svto mhdèn kaj¸c |x| → ∞, dhlad :

lim
|x|→∞

|x|mDnf (x) = 0 ∀m, n ∈N

MporeÐ na deiqjeÐ ìti o q¸roc Schwartz S (Rn) eÐnai puknìc upìqwroc tou L2 (Rn; C).

13Gia ta perisvsvìtera Probl mata Arqik¸n Tim¸n thc Jewrhtik c Fusvik c pou qrhsvimopoieÐtai sv mera
h teqnik  tou Feynman h eÔresvh thc renormalization constant mporeÐ na gÐnei èna polÔ dÔsvkolo prìblhma.

14Gia na upologisvteÐ h (2.11) prèpei na gnwrÐzoume to path sve ìla ta svhmeÐa tou kai ìqi apl¸c svta
xi.
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Εικ. 2.4 Η ιδέα του Feynman: 1ης τάξης πολυγωνική προσvέγγισvη του μονοπατιού x =
{x (τ )}, 0 ≤ τ ≤ t, με σvυνοριακές σvυνθήκες x (0) = y και x (t) = x.

Fourier, (1.34) της σvελ. (1.34). Δηλαδή σvυγκρίνουμε την (2.20):

ψ (x, t) = s−lim
n→∞

(
m

2πi h̄ t/n

)n/2 ˆ
Rn

exp
{
− im

2 h̄ t/n

n∑
i=1

(xi − xi−1)
2
}
f (x0) dx0 · · · dxn−1,

(2.22)
όπου xn = x, ψ (x, 0) = f (x), με το αποτέλεσvμα (1.34):

ψ (x, t) =
(

m

2πi h̄t

)−1/2 ˆ
R

exp
[
im

2 h̄t (x− x0)
2
]
· f (x0) dx0 (2.23)

Τα κοινά χαρακτηρισvτικά των ολοκληρωμάτων είναι αρκετά ενθαρρυντικά.

Ακόμη, παρατηρώντας προσvεκτικά την (2.21) αν θεωρήσvουμε t
k = h και λόγω της (2.20)

αφήσvουμε το h → 0 το κλάσvμα
(
xi−xi−1

h

)2
είναι μια διακριτή προσvέγγισvη του

(
dx
dt

)
,2 της

ταχύτητας σvτο τετράγωνο. Συνεπώς, η εν λόγω έκφρασvη δεν είναι άλλη από μια διακριτή

προσvέγγισvη της δράσvης (2.11) που θέλουμε να ελαχισvτοποιήσvουμε, όπως θα δούμε και σvτη
σvυνέχεια.

Η ιδέα του Feynman της §2.2 μπορεί τώρα να διατυπωθεί ως μια προσvπάθεια να ξα-
ναγράψουμε την (2.20) σvε τέτοιο τρόπο ώσvτε να μοιάζει, επίσvημα τουλάχισvτον, σvαν ένα
ολοκλήρωμα πάνω σvε έναν χώρο σvυναρτήσvεων, που ονομάζονται μονοπάτια. ΄Εσvτω, λοιπόν,

x (τ ) να είναι μια πραγματική απολύτως σvυνεχής σvυνάρτησvη σvε ένα διάσvτημα [0, t], έτσvι
ώσvτε x (τj) = xj , j = 0, . . . , k, όπου τj = jt

k και x0, . . . ,xk να είναι δοθέντα σvημεία
σvτον Rn, με xk = x. Ο Feynman βλέπει το St (xk, . . . ,x0) ως μια Riehman προσvέγγισvη
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(βλ. Εικόνα 2.4) της κλασvικής δράσvης15 St (x) κατά μήκος του μονοπατιού x,

St (x) =

ˆ t

0

1
2m

(
dx

dt
(τ )

)2
dτ −

ˆ t

0
V (x (τ )) dτ

Επίσvης, καθώς k → ∞ το μέτρο σvτην (2.20) γίνεται D∞t [x] := N ∏
0≤τ≤t dx (τ ), όπου

N είναι μια σvταθερά κανονικοποίησvης και D∞t [x] είναι μια σvυμβολική έκφρασvη για το

απειροδιάσvτατο μέτρο Lebesque (το οποίο, όπως αναφέρουμε σvτη σvυνέχεια, δεν υπάρχει).
Τελικά η (2.20) γράφεται σvτη διαισvθητική έκφρασvη

K (x, t; y, 0) =
ˆ
Cx

e−
i
h̄
St(x)f (x (0))D∞t [x] (2.24)

όπου η ολοκλήρωσvη γίνεται πάνω σvτον χώρο Cx των σvυνεχών σvυναρτήσvεων x (t) σvτο

[0, ∞) με x (t) = x, με τελικό σvημείο, δηλαδή, τη σvτιγμή t το x (και με αρχικό σvη-

μείο x (0) = y). Αυτή αποτελεί και την περίφημη έκφρασvη του Feynman της λύσvης της
Schrο̈dinger (2.12), (2.13) μέσvω path integrals ή επίσvης γνωσvτών ως ολοκληρώματα Feyn-
man (Feynman integrals).
Παρόλη την επιτυχημένη, διαισvθητική δύναμη του, το ολοκλήρωμα Feynman δεν χαρα-
κτηρίζεται από μαθηματική αυσvτηρότητα. Ο ίδιος ο Feynman γνώριζε το πρόβλημα:

[...] νιώθει κανείς όπως θα πρέπει να ένιωσvε ο Cavalieri υπολογίζοντας τον
όγκο της πυραμίδας πριν την επινόησvη της Ανάλυσvης. [26]

Η έκφρασvη (2.24) ουσvιασvτικά δεν είναι ολοκλήρωμα, δηλάδή δεν υπάρχει κανένα μέτρο
που να δίνει αυτό το ολοκλήρωμα, με τις προϋποθέσvεις της προηγούμενης ανάλυσvης, ό-

πως τονίζεται σvτο [63] και απέδειξε, για παράδειγμα, ο Cameron [11]. Το πρόβλημα της
απόδοσvης νοήματος σvτον ευρηματικό λογισvμό του Feynman αφέθηκε, σvυνεπώς, σvτους
μαθηματικούς. Μεταξύ των πολλών διαφορετικών προσvεγγίσvεων που αναπύχθηκαν, η μα-

θηματική θεωρία του λευκού θορύβου (white noise theory) θα μπορούσvε να θεωρηθεί
αρκετά επιτυχής·βλ. για παράδειγμα τα βιβλία [37] και [62]. Οι σvυγγραφείς J. Gerald και
M. Lapidus έχουν σvυνοψίσvει αρκετές πλευρές της ως τώρα έρευνας των Feynman path
integrals σvτο ευχάρισvτο, 800-σvέλιδο, σvχεδόν, βιβλίο τους [31]. Παρ΄ όλα αυτά πρέπει να
τονισvτεί και πάλι πως κάτι λείπει σvε αυτήν την Θεωρία για να θεμελιωθεί αυσvτηρά. Αλ-

λά τα τόσvα πολλά αποτελέσvματά της, που έχουν επαληθευτεί και με άλλες μεθόδους και

το πείραμα, δείχνουν ότι υπάρχει σvίγουρα ένας σvωσvτός πυρήνας σvτους σvυλλογισvμούς του

Feynman.

Σχόλιο 2.5.
Φυσvική ποσvότητα, κεντρικής σvημασvίας σvτην προσvέγγισvη του Feynman, αποτελεί ο δια-
δοτής (propagator) K (x, t; y, 0) σvτην (2.24), που αναπαρισvτά το πλάτος πιθανότητας για

15H lèxh <<klasvik >> uponooeÐ ènnoia thc Klasvik c Fusvik c (dhlad  prin th Kbantomhqanik ).
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Εικ. 2.5 Η αρχή της αντισvτοιχίας correspondece principle μεταξύ δύο από τα πιθανά
κβαντικά paths (῾῾—᾿᾿) και του κλασvικού path (῾῾– –᾿᾿) που καθισvτά την κλασvική
δράσvη ελάχισvτη.

ένα σvωματίδιο να ταξιδέψει από ένα χωροχρονικό σvημείο σvε ένα άλλο. Σύμφωνα με την κλα-

σvική θεώρησvη υπάρχει μόνο ένα path ή τροχιά της κίνησvης του σvωματιδίου που να σvυνδέει
τα δύο τελικά σvημεία (άκρα) αυτής, δηλαδή η τροχιά ελάχισvτης δράσvης·βλ. Εικόνα 2.5.
Η Κβαντομηχανική θα μπορούσvαμε να πούμε πως είναι σvτην πραγματικότητα περισvσvότερο

δημοκρατική. Εδώ, όλες οι πιθανές τροχιές (και όχι απλώς το κλασvικό path) σvυνεισvφέρουν
εξίσvου σvτο πλάτος της κίνησvης. Επιπρόσvθετα, όλες οι τροχιές σvυνεισvφέουν εξίσvου κατά

μέτρο, αλλά διαφορετικά σvε φάσvη (και πιθανόν πολλές να αλληλοεξουδετερώνονται κατά

την ῾῾άθροισvη᾿᾿), με την φάσvη των οποίων να ταυτίζεται με την κλασvική δράσvη μετρημένη

σvε μονάδες του h̄, τη μονάδα μέτρησvης της κβαντικής δράσvης.

Οι προηγούμενοι σvυλλογισvμοί σvυνοψίζονται σvτο ακόλουθο δεύτερο αξίωμα του Feynman:

Αξίωμα II.
Οι διαδρομές (paths) σvυνεισvφέρουν εξίσvου κατά μέτρο. Αλλά η φάσvη της σvυνεισvφοράς
τους είναι η κλασvική δράσvη (σvε μονάδες του h̄), δηλαδή το χρονικό ολοκλήρωμα της

Λαγκρασvιανής πάνω σvτο path.

Αυτό το αξίωμα υπονοοεί ότι η σvυνεισvφορά Φt [x] ενός δεδομένου path, που ορίσvα-
με σvτην (2.9) διαισvθητικά ως Φ (. . . xi, xi+1, . . .) και σvτο Αξίωμα I, είναι ανάλογη του
exp

(
i
h̄St (x)

)
, όπου St (x): η δράσvη (Ορισμός 2.2).

Από τις Παρατ. 2.1, το Αξίωμα I, το Σχόλιο 2.5 και το Αξίωμα II, η επαναδιατύπωσvη
της Κβαντομηχανικής του Feynman έχει ολοκληρώθεί.
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Μέχρι αυτό το σvημείο, πιθανότατα οι αναγνώσvτες θα διακρίνονται σvε δύο (ξένες μεταξύ

τους) κατηγορίες: σvτον ῾῾διαισvθητικό᾿᾿, και σvτον ῾῾αυσvτηρό᾿᾿ αναγνώσvτη. Εάν ανήκετε σvτην

πρώτη κατηγορία, τότε η προηγούμενη ανάλυσvη αναμφίβολα θα σvας ικανοποίησvε αρκε-

τά. Παρόλα αυτά το μαθηματικό οικοδόμημα μοιάζει σvαθρό. Εάν, από την άλλη, είσvτε ο

τύπος του αυσvτηρού αναγνώσvτη που διάβασvε τα προηγούμενα κομψά μαθηματικά με μεγάλη

επιφύλαξη, τότε πιθανότατα να σvκεπτόσvασvτε ότι ῾῾όλα αυτά δεν θα δουλέψουν᾿᾿. Πράγματι!

Για την ορθότητα των προηγούμενων μαθηματικών πρέπει να σvυνεχίσvετε να αμφιβάλλετε!

Ωσvτόσvο, από την επόμενη ενότητα §2.4, κατά κάποιον μαγικό, όπως θα δούμε, τρόπο, όλες
αυτές οι αμφιβολίες και τα εμπόδια ξεπερνώνται, καθώς οι μαθηματικές αποδείξεις που θα

ακολουθήσvουν είναι αυσvτηρές.

2.4 Pèra apì ton Feynman: Empnèontac �llouc

΄Οπως προείπαμε, η θεωρία της ολοκλήρωσvης σvε χώρους σvυνεχών σvυναρτήσvεων ήταν σvτην

πραγματικότητα διαθέσvιμη πολύ πριν από την σvύλληψη των Feynman path integrals, ιδιαί-
τερα προερχόμενη από την έρευνα του Wiener (1923) σvτην κίνησvη Brown [94]. ΄Ηταν,
ωσvτόσvο, υπό την επιρροή της δουλειάς του Feynman που οMark Kač [46] το 1949 απέδειξε
ότι αντικαθισvτώντας σvτη λύσvη του Feynman της Schrο̈dinger, όπου t το −it (φαντασvτικός
χρόνος) προκύπτει η λύσvη της εξίσvωσvης θερμότητας

∂

∂t
u (x, t) = σ4u (x, t)− V (x) u (x, t)

u (x, 0) = f (x)
(2.25)

υπό την αναπαράσvτασvη (representation)

u (x, t) =
ˆ
e−
´ t
0 V (γ(τ )+x)dτf (γ (0) + x) dW (γ) (2.26)

όπου με dW (γ) σvυμβολίζουμε το μέτροWiener για την ανέλιξηWiener, δηλαδη την κίνησvη
Brown με διασvπορά σ2dτ , οριζόμενη σvτις σvυνεχείς16 τροχιές γ (τ ), 0 ≤ τ ≤ t, με γ (0) = 0.
Ο Kač αναφέρει χαρακτηρισvτικά

[...] Η ύπαρξη του φαντασvτικού αριθμού i (η οποία είναι ουσvιώδης για την

Κβαντική Μηχανική!) κάνει τους χειρισvμούς με ολοκληρώματα [όπως αυτά

σvτις σvχέσvεις (2.20) και (2.22)] εξαιρετικά πονηρούς [45].

Επιπρόσvθετα, για να χρησvιμοποιήσvουμε τους σvυμβολισvμούς της Στοχασvτικής Ανάλυσvης

του Itô η (2.26) ταυτίζεται με

16Orjìtera, Hölder svuneqeÐc, t�xhc mikrìterhc apì 1
2 , bl. gia par�deigma [46].
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Feynman

Εξίσvωσvη Schrο̈dinger i h̄
∂

∂t
ψ (x, t) = − h̄2

2m4ψ (x, t) + V (x)ψ (x, t)

ψ (x, 0) = f (x)

Λύσvη
ψ (x, t) =

´
Cx
e−

i
h̄
St(x)f (x (0))D∞t [x](path integral)

Kač

Εξίσvωσvη
θερμότητας

∂

∂t
u (x, t) = σ4u (x, t)− V (x) u (x, t)

u (x, 0) = f (x)

Λύσvη
u (x, t) =

´
Cγ e
−
´ t
0 V (γ(τ )+x)dτf (γ (0) + x) dW (γ)

(ολοκλήρωμα Wiener)

Πίνακας 2.1 Αντιπαράθεσvη της λύσvης του Feynman για την εξίσvωσvη Schrο̈dinger και
αυτής του Kač για την εξίσvωσvη θερμότητας.

u (x, t) =
ˆ
e−
´ t
0 V (B(τ )+x)dτf (Bx

t ) dBt

= Ex
[
f (Bt) e

−
´ t
0 V (B(s))ds

] (2.27)

Κατά σvυνέπεια, η (2.26) ή η (2.27) είναι μια μέσvη τιμή ως προς την τυπική Κανονική
κατανομή σvτο πραγματικό χώρο Hilbert των απόλυτα σvυνεχών σvυναρτήσvεων γ (τ ), με
νόρμα ‖γ‖2 =

´ t
0

(
dγ
dτ

)2
dτ . Στο εξής θα αναφερόμασvτε σvτην (2.27) ως Feynman-Kač

formula και βρίσvκεται σvτο επίκεντρο των μεθόδων αυτής της εργασvίας.
Η (2.26) μπορεί να γραφτεί ως η (2.24) αντικαθισvτώντας το i

h̄St (x) με την έκφρασvη

−1
2

ˆ t

0

1
2σ

(dγ
dτ

)2
dτ −

ˆ t

0
V (γ (τ ) + x) dτ

Δηλαδή οι (2.26), (2.27) δεν είναι άλλο παρά ένα αυσvτηρό path integral (Wiener path
integral), που παίζει για την εξίσvωσvη θερμότητας ένα παρόμοιο ρόλο, με αυτόν του Feynman
path integral για την εξίσvωσvη του Schrο̈dinger. Τα δύο αποτελέσvματα αυτά φαίνονται
σvυνοπικά σvτον Πίνακα 2.1.
Το προηγούμενο σvυμπέρασvμα χρησvιμοποιήθηκε από τον Cameron [11] και άλλους για να
δώσvουν έναν ῾ ὁρισvμό μέσvω αναλυτικής σvυνέχειας (analytic continuation)᾿᾿ του Feynman
path integral, υπό την έννοια ότι θα μπορούσvε να αντιλαμβάνεται κανείς το τελευταίο ως
το αναλυτικό σvυνεχές του ολοκληρώματος Wiener (2.26) με αμιγώς φαντασvτικό χρόνο
t (= it′). Σε αυτό το σvημείο, πρέπει να σvημειωθεί ότι πέρα από την έλλειψη διαισvθητικής

οπτικής της μεθόδου και τη μη καταλληλότητά της περνώντας σvτο κλασvικό όριο που h̄→
0 (ίσvως ένα από τα πιο όμορφα χαρακτηρισvτικά της μεθόδου του Feynman), αυτές οι
απόπειρες ορισvμού του Feynman path integral κατέληξαν άκαρπες. Αντιμετωπίζοντας το
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τελευταίο ως ένα ολοκλήρωμαWiener με αμιγώς φαντασvτική κύμανσvη, σvυναντά τη δυσvκολία
ότι το προκύπτον μιγαδικό μέτρο (complex measure) έχει άπειρη ολική κύμανσvη [31] και
είναι σvυνεπώς ακατάλληλο να ορίσvει ολοκληρώματα όπως το (2.24). Το πρόβλημα όμως
είναι ανοικτό μέχρι και σvήμερα (2010) και η έρευνα σvυνεχίζεται. Κατά τα λόγια του Μ. Kač
[45]:

Πρώτον η ύπαρξη του ορίου (2.22) είναι, γενικά, δύσvκολο να αποδειχθεί, και
δεύτερον είναι παράξενο το όριο αυτό να εξαρτάται από τη σvυγκεκριμένη διακρι-

τοποιήσvη του ολοκληρώματος της δράσvης. Ωσvτόσvο, η διαισvθητική έλξη του ο-

ρισvμού του Feynman είναι τεράσvτια, και δημιούργησvε ένα όνειρο ότι πιθανότατα
όλη η Φυσvική θα μπορούσvε να γραφθεί ξανά σvε όρους ῾῾αθροισvμάτων ισvτοριών᾿᾿.



Kef�laio 3
Mia SÔndesvh An�lusvhc kai JewrÐac

Pijanot twn

Καταλαβαίνεις μια εξίσωση αν, χωρίς να την

λύσεις μπορείς ωστόσο να πεις το πως συμπε-

ριφέρεται η λύση αυτής.

R. Feynman

Εικ. 3.1 Mark Kač (1914-1984).

΄Οπως αναφέραμε σvτην §2.4 του προηγού-
μενου κεφαλαίου, ο μεγάλος Πολωνός Μα-

θηματικός Mark Kač (προφέρεται κάχτς)
με μια ευφυή παρατήρησvη, το 1949 απέδειξε

ότι οι σvυλλογισvμοί του Feynman θα μπο-
ρούσvαν να δούλευαν για μια μεγάλη κλάσvη

Μερικών Διαφορικών Εξισvώσvεων (ΜΔΕ)

[46]. Στην πραγματικότητα, υπήρχε μια

πολύ γενικότερη μεδολογία αντιμετώπισvης

ΜΔΕ μέσvω της Θεωρίας Πιθανοτήτων.

Ακολουθώντας τους σvυλλογισvμούς του

Kač και των μετέπειτα καρπών της μαθη-
ματικής έρευνας θα δείξουμε ότι αρκετές

ΜΔΕ μπορούν να πάρουν μια σvτοχασvτική αναπαράσvτασvη. Συγκεκριμένα, θα δείξουμε πως

η κίνησvη Brown μπορεί να χρησvιμοποιηθεί για να κατασvκευάσvουμε (κλασvικές) λύσvεις των
ακόλουθων εξισvώσvεων:

ut (x, t) = 1
24u (x, t) (1a)

ut (x, t) = 1
24u (x, t) + g (x, t) (2a)

ut (x, t) = 1
24u (x, t) + V (x) u (x, t) (3a)

Κ. Στούρας, Πιθανοθεωρητική Επίλυση Μερικών Διαφορικών Εξισώσεων και η

Αναπαράστασή τους μέσω Path Integrals. Εφαρμογή σε μοντέλα επιτοκίων.
Διπλωματική Εργασvία

c© Εθνικό Μετσvόβιο Πολυτεχνείο, 2010

mailto:kstouras@gmail.com
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ut (x, t) = 1
24u (x, t) + b (x) · ∇u (x, t) (4a)

με u : Rn × (0, +∞)→ R, σvυνεχή σvτο Rn × [0, +∞) υπό την αρχική σvυνθήκη:

u (x, 0) = f (x) , ∀x ∈ Rn (5)

Οι λύσvεις σvε αυτές τις (παραβολικού τύπου) εξισvώσvεις δίνονται (υπό κατάλληλες υποθέσvεις)

αντίσvτοιχα από τις

Ex [f (Bt)] (1b)

Ex

[
f (Bt) +

ˆ t

0
g (Bs, t− s) ds

]
(2b)

Ex

[
f (Bt) exp

(ˆ t

0
V (Bs) ds

)]
(3b)

Ex

[
f (Bt) exp

(ˆ t

0
b (Bs) dBs −

1
2

ˆ t

0
|b (Bs)|2 ds

)]
(4b)

Σχόλιο 3.1.
Οι προηγούμενες σvτοχασvτικές αναπαρασvτάσvεις των λύσvεων θα μπορούσvαν να περιγραφούν

ως εξής:

1. Για τη λύσvη της εξίσvωσvης θερμότητας, χρησvιμοποίησvε την κίνησvη Brown και η λύσvη
θα είναι η μέσvη τιμή της αρχικής σvυνθήκης υπολογισvμένη για την κίνησvη Brown,
δηλαδή ut (x, t) = Ex [f (Bt)].

2. Για τη λύσvη της μη ομογενούς εξίσvωσvης ut (x, t) = 1
24u (x, t) + g (x, t), πρόσvθεσvε

σvτην προηγούμενη λύσvη το ολοκλήρωμα της g κατά μήκος της διαδρομής από το 0
ως το t.

3. Για τη λύσvη εξισvώσvεων που έχουν και μια V (x) u (x, t) εξάρτησvη, απλά πάρε τη μέσvη
τιμή του γινομένου της αρχικής σvυνθήκης υπολογισvμένη για την κίνησvη Brown επί
έναν εκθετικό όρο exp

(´ t
0 V (Bs) ds

)
. Πιο γλαφυρά, μπορούμε να φαντασvτούμε το

σvωματίδιο της κίνησvης Brown (μαθηματικό μοντέλο ενός κόκκου σvκόνης σvτον αέρα)
σvαν να έχει μάζα 1 τη σvτιγμή 0 (M (0) = 1) και να αλλάζει μάζα σvύμφωνα με τη
σvχέσvη dM

dt (t) = V (Bt)M (t). Παίρνοντας, έπειτα, τη μέσvη τιμή λαμβάνουμε υπόψη

μας και το βάρος του σvωματιδίου (σvε σvύγκρισvη με τις προηγούμενες περιπτώσvεις).

4. Για την εισvαγωγή ενός παράγοντα b (x) · ∇u (x, t), πολλαπλασvιάζουμε κατά τα γνω-
σvτά f (Bt) επί έναν αρκετά περίεργο, τώρα, παράγοντα. Παρατηρώντας τη μορφή

της λύσvης, βλέπουμε ότι εμπεριέχει ένα σvτοχασvτικό ολοκλήρωμα. Η φυσvική ερμηνεία

του επιπρόσvθετου όρου b (x) · ∇u (x, t) αντισvτοιχεί σvε ένα πεδίο δυνάμεων, αλλά η
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φυσvική ερμηνεία της σvτοχασvτικής αναπαράσvτασvης της λύσvης δεν είναι ακόμη γνω-

σvτή! Σαφέσvτατα όμως είναι μια πιο ῾῾γεωμετρική᾿᾿ λύσvη, από την κλασvική λύσvη της

Ανάλυσvης. Η τελευταία μπορεί πιθανότατα να ῾῾μιλήσvει᾿᾿ το πολύ για ύπαρξη λύσvης,

αλλά η Στοχασvτική Ανάλυσvη πάει λίγο μακρύτερα·μας παρέχει σvε μια ῾῾κλεισvτή μορ-
φή᾿᾿ τη λύσvη (εφόσvον υπάρχει) ακόμη και για γενικές σvυναρτήσvεις u. Τα οφέλη,

λοιπόν, αυτής της προσvέγγισvης όπως θα δούμε είναι τεράσvτια.

Στις ενότητες §3.1 ως και §3.4 θα αποδείξουμε τις προηγούμενες σvτοχασvτικές αναπαρα-
σvτάσvεις των λύσvεων μόνο για τις προηγούμενες περιπτώσvεις (1), (2) και (3). ΄Οπως θα

δούμε, υπάρχει μια γενική μεθοδολογία αντιμετώπισvης τέτοιων προβλημάτων. Κύρια πηγή

αναφοράς αποτελεί το κλασvικό βιβλίο του R. Durrett [22]. Το κεφάλαιο αυτό κλείνει με μια
επέκτασvη των εννοιών αυτών από την ειδική περίπτωσvη της κίνησvης Brown σvε μια γενική
Feynman-Kač formula για ανελίξεις Itô. Τα αποτελέσvματα της §3.5, αλλά και ολόκληρου
του κεφαλαίου αυτού ῾῾μεταφράζονται᾿᾿ σvτην §3.6 επισvημαίνοντας την σvημασvία τους σvτη
Στοχασvτική Προσvομοίωσvη ντετερμινισvτικών ΜΔΕ.

3.1 K�poiec pr¸tec svundèsveic

Για την εξίσvωσvη θερμότητας (1a) είναι γνωσvτό από την Ανάλυσvη ότι για μια κατάλληλη1

σvυνάρτησvη f : R→ R υπάρχει μοναδική φραγμένη λύσvη u (x, t) του προβλήματος αρχικών
τιμών

ut (x, t) = uxx (x, t)
u (x, 0) = f (x)

(3.1)

Ας επιχειρήσvουμε να τη λύσvουμε, όπως γνωρίζουμε από το μάθημα των Μερικών Δι-

αφορικών Εξισvώσvεων. Χρησvιμοποιώντας μετασvχηματισvμό Fourier2 (βλ. §1.3-1) το Πρόβλη-
μα (3.1) γίνεται:

F {ut (x, t)− uxx (x, t)} = 0⇐⇒
ût (s, t)−F {uxx (x, t)} = 0⇐⇒
ût (s, t)− (−is)2 û (s, t) = 0⇐⇒

ût (s, t) + s2û (s, t) = 0

΄Αρα
dû

û
(s, t) = −s2dt⇐⇒

ln |û (s, t)| = −s2t+C (s)⇐⇒

û (s, t)=C(s) e−s2t (3.2)
1Gia par�deigma ja mporoÔsvame na upojèsvoume ìti u (x, t) kai ux (x, t)→ 0 kaj¸c |x| → ∞, dhlad 

u na an kei svton q¸ro Schwartz (Orismìc 2.4, svel. 34). H svun�rthsvh f prèpei na ikanopoieÐ, svunep¸c,
k�ti an�logo.

2O metasvqhmatisvmìc Fourier up�rqei epeid  upojèsvame ìti u ∈ S (R).
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όπου C (s): προσvδιορισvτέα σvταθερά. Αντικαθισvτώντας τον μετασvχηματισvμό Fourier της
αρχικής σvυνθήκης σvτην (3.1)

(
û(0, t)=f̂ (s)=C (s)

)
έχουμε û (s, t) = f̂ (s) e−s

2t και

τότε
u (x, t) = F−1 {û (s, t)}

= F−1
{
f̂ (s) e−s

2t
}

svunèlixh
= f (x) ?F−1

{
e−s

2t
}

= f (x) ?
1√
2t
e−

x2
4t

(3.3)

Αν θέσvουμε

K (x, t) := (2πt)−
n
2 e−

|x|2
2t (3.4)

η λύσvη της (3.1) έχει την ολοκληρωτική αναπαράσvτασvη (για n = 1)

u (x, t) =
ˆ

R

f (y)K (x− y, t) dy (3.5)

Ως γνωσvτόν τώρα [74], οι πυκνότητες μετάβασvης της n-διάσvτατης κίνησvης Brown {Bt}t≥0
με B0 = x δίνονται από τον τύπο

p (x, y, t) = 1(√
2πt

)n exp
(
− (x− y)

2

2t

)
(3.6)

Παρατηρούμε, άμεσvα, ότι (για n = 1)

K (x, t) ≡ p (x, 0, t)

Επομένως,

u (x, t) = 1√
2πt

ˆ
R

f (y) e−
(x−y)2

2t dy

=
1√
2πt

ˆ
R

f (x+ s) e−
s2
2t ds

(3.7)

Δηλαδή, παρατηρούμε ότι η λύσvη u (x, t) (3.5) μπορεί επίσvης να γραφτεί ως η μέσvη τιμή

u (x, t) = E [f (x+Bt)] (3.8)

και -ως εκ θαύματος- αυτή η εξίσvωσvη είναι ακριβώς η Feynman-Kač formula (2.27) της
§2.4 για την ειδική περίπτωσvη που V (x) ≡ 0.

Σχόλιο 3.2.
Στο σvημείο αυτό θα πρέπει να παρατηρήσvουμε ότι μέχρι και την σvχέσvη (3.5), σvυμπεράναμε
τη λύσvη χωρίς καθόλου αναφορά σvτην κίνησvη Brown·πρόκειται για την κλασvική προσvέγ-
γισvη του Προβλήματος 3.1. Οι σvχέσvεις (1.25) και (3.8), αλλά και οι μετέπειτα Παρατ. 3.11
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έχουν σvτόχο να μας υπενθυμίσvουν το πόσvα πολλά διαφορετικά εργαλεία των μαθηματικών

πιθανόν να χρησvιμοποιηθούν για να αποδείξουμε την Feynman-Kač formula για γενικά
δυναμικά V , και πιο σvυγκεκριμένα, αναμένουμε ότι η Itô formula της §1.2 μπορεί να αποδειχ-
θεί ιδιαίτερα χρήσvιμη.

3.1-1 <<Exoudeterwmènh>> (killed) kÐnhsvh Brown

Μια ανέλιξη της κ.Β. {Bt} μπορεί να θεωρηθεί ότι αναπαρισvτά τη θέσvη ενός σvωματιδίου, το
οποίο κινείται τυχαία σvτον Rd. Σε αυτή την υποενότητα, τροποποιούμε την σv.α. {Bt}, έτσvι
ώσvτε το σvωματίδιο να ῾῾πεθαίνει᾿᾿ (εξουδετερώνεται) σvε ένα τυχαίο χρόνο T . Συγκεκριμένα,

ορίζουμε

T := inf
{
t ≥ 0 :

ˆ t

0
k (s, Bs) ds ≥ %

}
(3.9)

όπου % είναι μια σv.α. ανεξάρτητη της {Bt} και η σvυνάρτησvη k (t, x) ερμηνεύεται ως ρυ-
θμός εξουδετέρωσvης ή θνησvιμότητας (killing rate). ΄Ενας από τους πιο γενικούς τρόπους
κατασvκευής νέων σvτοχασvτικών ανελίξεων (σv.α.) από ήδη γνωσvτές, είναι μέσvω μιας τεχνικής

κατασvκευής που, κατ΄ αντισvτοιχία, ονομάζεται ῾῾εξουδετέρωσvη᾿᾿ ή ῾῾θανάτωσvη᾿᾿ μιας σv.α.

(killing a process). Το πιο απλό παράδειγμα μιας τέτοιας κατασvκευής δίνεται από μια εκ-
θετικά εξουδετερωμένη (exponentially killed) κίνησvη Brown (κ.Β.) και μελετώντας αυτή
την ανέλιξη θα οδηγηθούμε με έναν άμεσvο τρόπο σvε μια απλή Feynman-Kač formula.
Για να ξεκινήσvουμε την κατασvκευή, έσvτω ένας μη αρνητικός αριθμός T . Η κ.Β. εξουδε-

τερωμένη τη σvτιγμή T ορίζεται να είναι η ανέλιξη {Xt} με τιμές σvτο σvύνολο R∪ {�}, που
ορίζεται τη σvτιγμή t ως

Xt =

Bt για 0 ≤ t ≤ T
� για t > T

Εδώ, προφανώς, η κατάσvτασvη ῾῾�᾿᾿ είναι μια ειδική κατάσvτασvη που εισvαγάγαμε ώσvτε η
κίνησvη Brown να έχει ένα μέρος να πάει, όταν ῾῾πεθάνει᾿᾿. Εναλλακτικά, θα μπορούσvαμε να
γράψουμε ότι η Xt δεν ορίζεται για t > T . Ο σvυμβολισvμός μοιάζει αρκετά διαισvθητικός,

αλλά είναι παραδοσvιακός σvτο χώρο των σvτοχασvτικών ανελίξεων.

Τώρα, δοθείσvης μιας f : R → R, μπορούμε να επεκτείνουμε τον ορισvμό αυτής σvτο

R ∪ {�} ορίζοντας απλά f (�) = 0, ώσvτε να εισvάγουμε ένα ανάλογο του τύπου με την
κ.Β. (3.8), που να λύνει την εξίσvωσvη θερμότητας (3.1). Για να γίνουμε απόλυτα σvαφείς,
εξειδικεύουμε την T να ακολουθεί εκθετική κατανομή με παράμετρο λ, δηλαδή T ∼ E (λ).
Συνεπώς, για την σv.α. T ισvχύει

P [T > t] = 1−
(
1− e−λt

)
= e−λt t ≥ 0

και εξ ορισvμού η T είναι ανεξάρτητη της κ.Β. {Bt}. Σε αυτή την περίπτωσvη, η σv.α. {Xt}
ονομάζεται εκθετικά εξουδετερωμένη (exponentially killed) κ.Β. με ρυθμό θνησvιμότητας
λ ≥ 0.
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Στη σvυνέχεια, αναζητούμε πρόβλημα αρχικών τιμών που ικανοποιείται από την

u (x, t) = E [f (x+Xt)]

Κατ΄ αρχάς, γνωρίζουμε σvίγουρα ότι ισvχύει u (x, 0) = f (x) απλά από το γεγονός ότι

X0 = B0 = 0. Συνεπώς, έχουμε μόνο να επαληθεύσvουμε τα σvυμπεράσvματά μας για την
παράγωγο ut. ΄Ομως, από τον ορισvμό της u (x, t), μαζί με την ανεξαρτησvία των ανελίξεων
{Bt} και T , έχουμε την άμεσvη παραγοντοποίησvη

u (x, t) = E
[
f (x+Bt) 1{T>t}

]
= e−λtE [f (x+Bt)] (3.10)

και παραγωγίζοντας έχουμε:

ut (x, t) = e−λt
∂

∂t
E [f (x+Bt)]− λe−λtE [f (x+Bt)]

= e−λt
1
2
∂2

∂x2E [f (x+Bt)]− λE
[
f (x+Bt) 1{T>t}

]
=

1
2
∂2

∂x2E
[
f (x+Bt) 1{T>t}

]
− λE

[
f (x+Bt) 1{T>t}

]
=

1
2uxx (x, t)− λu (x, t)

(3.11)

Συγκρίνοντας την τελευταία σvχέσvη (3.11) με την (3a) σvτην αρχή αυτού του Κεφαλαίου,
που θα θέλαμε να καταλλήξουμε, παρατηρούμε ότι είμασvτε αρκετά κοντά. Η (3.11) μας
λέει τουλάχισvτον ότι για την ειδική περίπτωσvη που το δυναμικό V (x) ≡ −λ ο τύπος

u (x, t) = E

[
f (x+Bt) exp

(ˆ t

0
V (x+Bs) ds

)]
= E

[
f (x+Bt) e

−λt
]

(3.12)

θα μας εφοδιάσvει με μια αναπαράσvτασvη της λύσvης της εξίσvωσvης ut (x, t) = 1
2uxx (x, t) +

V (x) u (x, t) με u (x, 0) = f (x). Με άλλα λόγια, μόλις αποδείξαμε ότι η Feynman-Kač
formula ισvχύει για την περίπτωσvη που το δυναμικό V (x) είναι μια μη θετική σvταθερά.

Σχόλιο 3.3.
Η προηγούμενη, απλή παρατήρησvη εμφανίζεται σvχεδόν αμέσvως σvε όποιον μελετήσvει την

εκθετικά αποθνήσvκουσvα κ.Β., και όσvοι έχουν τάσvεις γενίκευσvης θα βρουν σvτη πραγ-

ματικότητα ότι η ανακάλυψη της Feynman-Kač formula για γενικά δυναμικά V (x) είναι

λίγες, μόλις, γραμμές μακριά. Το βήμα-κλειδί είναι να βρούμε ένα τρόπο εναλλακτικής

ερμηνείας της μέσvης τιμής (3.12), και, δεδομένου του οικονομικού μας προσvανατολισvμού,
τίποτα δε θα ήταν πιο φυσvικά αναμενόμενο από το να ερμηνεύσvουμε την E

[
f (x+Bt) e−λt

]
ως την προεξοφλημένη αποπληρωμή3 ενός δανείου, όπου, προφανώς, λ έχει την ερμηνεία

του παράγοντα προεξόφλησvης (επιτοκίου). ΄Εχοντας αυτό κατά νου, δεν υπάρχει κανένας

3Wc <<proexoflhmènh apoplhrwm >> ennooÔme ton oikonomikì ìro discounted payout.
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λόγος να περιορισvτούμε σvτην ειδική περίπτωσvη των σvταθερών επιτοκίων, και, αν απλώς θεω-

ρήσvουμε επιτόκια που εξαρτώνται από την ανέλιξη {x+Bt}t≥0, η γενικότερη Feynman-Kač
formula εμφανίζεται μπροσvτά μας κατά ένα μαγικό, ίσvως, τρόπο!

3.2 H exÐsvwsvh jermìthtac

Σε αυτή την ενότητα θεωρούμε την ακόλουθη εξίσvωσvη:

Πρόβλημα 3.4.

ut (x, t) = 1
24u (x, t) σvτο Rn × (0, +∞) (a)

u : σvυνεχής σvτο Rn × [0, +∞) με

u (x, 0) = f (x) , ∀x ∈ Rn
(b)

(3.13)

Το όνομα της εξίσvωσvης προέρχεται από το γεγονός ότι αν επιλέξουμε κατάλληλες

μονάδες μέτρησvης και έσvτω u (x, t) να είναι η θερμοκρασvία σvτο σvημείο x ∈ Rn τη σvτιγμή

t, όταν η θερμοκρασvία σvε κάθε σvημείο του χώρου τη σvτιγμή 0 δίνεται από την σvυνάρτησvη
f (x), τότε η u ικανοποιεί την εξίσvωσvη (α) της (3.13).

Θα επιχειρήσvουμε να λύσvουμε το Πρόβλημα 3.4 με μεθόδους της Θεωρίας Πιθανοτήτων.
Συνοπτικά, η γενική ιδέα είναι να βρούμε ένα local martingaleMs ∈ L2

LOC [0, t] ∀0 ≤ s ≤ t
για το οποίο να ισvχύει

M0 = u (x, t) και E [Mt] = Ex [f (Bt)]

Τώρα, επειδή για κάθε local martingale ισvχύει E [Mt] = E [M0]
svtaj.
= M0 θα καταλλήξουμε

σvτη σvτοχασvτική αναπαράσvτασvη της αρχής του Κεφαλαίου, u (x, t) = Ex [f (Bt)], της λύσvης

της (3.13).

Το πρώτο βήμα, λοιπόν, της γενικής μεθοδολογίας που επανειλημμένα θα εφαρμόζουμε,

είναι να αποδείξουμε το ακόλουθο

Λήμμα 3.5.

Αν η υ ικανοποιεί την 3.13(α), τότε το Ms := u (Bs, t− s) είναι ένα local martingale
σvτο [0, t).

Απόδειξη. Εφαρμόζοντας με προσvοχή την Itô formula (1.23) της σvελ. 13 για το δοθέν Ms
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έχουμε:

u (Bs, t− s) = u (B0, t) +
ˆ s

0
∇u (Br, t− r) dBr

+

ˆ s

0
−ut (Br, t− r) dr+ 1

2

ˆ s

0
4u (Br, t− r) dr

= u (B0, t) +
ˆ s

0
∇u (Br, t− r) dBr

+

ˆ s

0
���

���
���

���
���

��:0

−ut (Br, t− r) +
1
24u (Br, t− r)dr

= u (B0, t) +
ˆ s

0
∇u (Br, t− r) dBr

΄Ομως γνωρίζουμε ότι τα σvτοχασvτικά ολοκληρώματα είναι martingales4 και άρα E [Ms] =

M0 = u (B0, t).

Παρατηρούμε ότι υποθέτοντας ότι η σvυνάρτησvη u είναι φραγμένη, τότε το {Ms}0≤s<t
είναι φραγμένο local martingale και από το Λήμμα 1.13, το {Ms}0≤s<t είναι martingale
. Από το Θεώρημα Σύγκλισvης των martingales [74] έχουμε ότι καθώς s ↑ t, το Ms θα

σvυγκλίνει σvε κάποιο όριο (σv.β.). Αν η u ικανοποιεί την 3.13(b), αυτό το όριο πρέπει να
είναι το f (Bt), δηλαδή

lim
s↑t

Ms =M ≡ f (Bt) (3.14)

Επειδή η {Ms} είναι ομοιόμορφα ολοκληρώσvιμη:

E [Ms |Fr ] s↑t→ Ex [f (Bt) |Fr ] ∀ r (3.15)

Από (3.14) και (3.15) για το martingale {Ms}0≤s<t θα ισvχύει

Ex [Mt |Fs ] =Ms = Ex [f (Bt) |Fs ] (3.16)

Θέτοντας s := 0 σvτην (3.16), από τον ορισvμό του {Ms} καταλήγουμε

M0 = u (B0, t)
= u (x, t)

Δηλαδή αποδείξαμε το ακόλουθο Θεώρημα Μοναδικότητας:

Θεώρημα 3.6 (Μοναδικότητα λύσης της εξίσωσης θερμότητας).
Εάν υπάρχει λύσvη, v, σvτο Πρόβλημα 3.4 που είναι φραγμένη, τότε πρέπει

v (x, t) ≡ Ex [f (Bt)] (3.17)
4UponooÔme ìti isvqÔei, dhlad : E

[´ s
0 ∇u (Br, t− r) dBr

]
= 0
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Το Θεώρημα 3.6 δεν μας δίνει τη λύσvη, αλλά το πως θα πρέπει να είναι η μορφή της
λύσvης. Συνεπώς, το επόμενο λογικό βήμα είναι να βρούμε τις σvυνθήκες υπό τις οποίες η

προαναφερθείσvα v να είναι η λύσvη.

Συγκεκριμένα, με τις ακόλουθες χαλαρές υποθέσvεις, αυτή η v θα μπορούσvε να ήταν μια

῾῾πρώτη μορφή᾿᾿ της λύσvης.

Πρόταση 3.7.
΄Εσvτω ότι f είναι φραγμένη. Αν η v είναι κατάλληλα λεία (δηλαδή έχει αρκετά σvυνεχείς

παραγώγους ώσvτε να μπορούμε να εφαρμόσvουμε την Itô formula σvτη μορφή της σvελ. 13),
τότε ικανοποιεί την 3.13(α).

Απόδειξη. Η Μαρκοβιανή ιδιότητα σvυνεπάγεται ότι

Ex [f (Bt) |Fs ] = EBs [f (Bt−s)] = v (Bs, t− s) (3.18)

Αφού το αρισvτερό μέλος της (3.18) είναι ένα martingale, η v (Bs, t− s) (δεξί μέλος) θα
είναι επίσvης. Συνεπώς, αν η v είναι λεία, τότε επαναλαμβάνοντας τους υπολογισvμούς σvτην

απόδειξη για το Λήμμα 3.5 έχουμε ότι

v (Bs, t− s) = v (B0, t) +
ˆ s

0

(
−vt +

1
24v

)
(Br, t− r) dr

+ ένα local martingale

΄Αρα προκύπτει άμεσvα ότι το ολοκλήρωμα σvτο δεξί μέλος είναι ένα local martingale. Επειδή
αυτή η σv.α. είναι σvυνεχής και τοπικά φραγμένης κύμανσvης, από το Λήμμα 1.23, σvελ. 12
πρέπει να είναι ταυτοτικά μηδέν. Δηλαδή ισvχύει

−vt +
1
24v = 0 σvτο Rn × (0, +∞)

Πράγματι, επειδή οι vt και 4v είναι σvυνεχείς, έσvτω προς άτοπον ότι −vt+ 1
24v 6= 0 σvε ένα

σvημείο (x, t) ∈ Rn× (0, +∞). Τότε λόγω σvυνέχειας θα είναι διάφορη του μηδενός σvε μια

ανοιχτή γειτονιά αυτού του σvημείου, και, σvυνεπώς, με θετική πιθανότητα το ολοκλήρωμα´ s
0

(
−vt + 1

24v
)
(Br, t− r) dr 6≡ 0, γεγονός που σvυνισvτά αντίφασvη.

Επομένως, η v ικανοποιεί την 3.13(α) και η απόδειξη έχει ολοκληρωθεί.

Είναι εύκολο να βρούμε σvυνθήκες που σvυνεπάγονται ότι η ῾῾προτεινόμενη᾿᾿ λύσvη μας, v,

ικανοποιεί την 3.13(β). Με σvτόχο να κάνουμε την ανάλυσvη μας όσvο απλούσvτερη γίνεται,
θεωρούμε αρχικά ότι η σvυνάρτησvη της αρχικής σvυνθήκης, f , είναι φραγμένη. Σε αυτή την

περίπτωσvη, η ακόλουθη σvυνθήκη είναι αναγκαία και ικάνη.

Πρόταση 3.8.
Αν f είναι φραγμένη και σvυνεχής, τότε η v ικανοποιεί την 3.13(b).



50 Κεφάλαιο 3 Μια Σύνδεσvη Ανάλυσvης και Θεωρίας Πιθανοτήτων

Απόδειξη. Η σv. α. {Bt −B0} ακολουθεί κατανομή Bt −B0 ∼ N (0, t) έχουμε ότι Bt =
x +
√
t Z με Z ∼ N (0, 1). Θεωρούμε τις ακολουθίες (tn)n ⊂ (0, +∞) και (xn)n ⊂ Rn

με tn
n→ 0 και xn n→ x. Τότε επειδή η f είναι φραγμένη και σvυνεχής, λόγω της (3.17), το

Θεώρημα Φραγμένης Σύγκλισvης σvυνεπάγεται ότι

v (xn, tn) = E
[
f
(
xn +

√
tn Z

)]
n→ f (x) ≡ v (x, 0)

Το τελευταίο βήμα σvτην απόδειξη μας για να δείξουμε ότι η v είναι η λύσvη σvτο Πρόβλημα

(3.13) είναι να βρούμε σvυνθήκες που εξασvφαλίζουν ότι η v είναι λεία. Στο σvυγκεκριμένο
Πρόβλημα οι αποδείξεις δεν είναι ιδιαίτερα δύσvκολες, αλλά θα χρειασvτούμε το ακόλουθο

Λήμμα (παρατείθεται ως άσvκησvη σvτο [22]).

Λήμμα 3.9 (Παραγωγίζοντας υπό το Πρόσημο του Ολοκληρώματος).
΄Εσvτω u : Rn → R με ui (x) =

´
S
∂K
∂xi

(x, y) f (y) dm (y) σvυνεχείς για κάθε δείκτη

1 ≤ i ≤ n σvτο ανοικτό σvύνολο G και ότι για κάποιο h > 0 ισvχύει

ˆ
S

ˆ h

0

∣∣∣∣∂K∂xi (x + θei, y) f (y)

∣∣∣∣ dθdm (y) <∞

Τότε οι μερικές παράγωγοι ∂u∂xi (x) υπάρχουν για κάθε 1 ≤ i ≤ n και είναι ίσvοι με ui (x).

Απόδειξη. Είναι u (x) =
´

S K (x, y) f (y) dm (y). Παρατηρούμε ότι για κάποιο (μικρό)

h > 0 ισvχύει

u (x + hei)− u (x) =
ˆ

S
(K (x + hei, y)−K (x, y)) f (y) dm (y)

=

ˆ
S

ˆ h

0

∂K

∂xi
(x + θei, y) f (y) dθdm (y)

=

ˆ h

0

ˆ
S

∂K

∂xi
(x + θei, y) f (y) dm (y) dθ

=

ˆ h

0
ui (x) dθ

= hui (x)

Δηλαδή ui (x) = 1
h (u (x + hei)− u (x)) και παίρνοντας το όριο καθώς h→ 0, προκύπτει

το ζητούμενο.

Πρόταση 3.10.
Αν f είναι φραγμένη, τότε v ∈ C∞ και σvυνεπώς ικανοποιεί την 3.13(α).

Απόδειξη. Θα δείξουμε μόνο ότι v ∈ C2, αφού αυτή η σvυνθήκη είναι ό,τι χρειαζόμασvτε για

να εφαρμόσvουμε την Itô formula. Εξ ορισvμού (βλ. εξ. 3.6),
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v (x, t) = Ex [f (Bt)] =

ˆ
Rn

1(√
2πt

)n exp
(
− (x− y)2

2t

)
f (y) dy

Κάνοντας τις πράξεις έχουμε

Di exp
(
− (x− y)2

2t

)
= −

(
xi − yi
t

)
exp

(
− (x− y)2

2t

)

Dii exp
(
− (x− y)2

2t

)
=

(
(xi − yi)2 − t

t2

)
exp

(
− (x− y)2

2t

)

Dij exp
(
− (x− y)2

2t

)
=

(
(xi − yi) (xj − yj)

t2

)
exp

(
− (x− y)2

2t

)
i 6= j

(3.19)

Αφού η f είναι φραγμένη, τότε και τα ακόλουθα ολοκληρώματα θα είναι φραγμένα

ˆ
Rn

1(√
2πt

)n
∣∣∣∣∣Di exp

(
− (x− y)2

2t

)∣∣∣∣∣ |f (y)|dy <∞

ˆ
Rn

1(√
2πt

)n
∣∣∣∣∣Dii exp

(
− (x− y)2

2t

)∣∣∣∣∣ |f (y)|dy <∞

ˆ
Rn

1(√
2πt

)n
∣∣∣∣∣Dij exp

(
− (x− y)2

2t

)∣∣∣∣∣ |f (y)|dy <∞ i 6= j

(3.20)

και επίσvης θα είναι και σvυνεχείς σvυναρτήσvεις σvτοRn. Εφαρμόζοντας το Λήμμα 3.9 προκύπτει
άμεσvα ότι v ∈ C2. Τότε, από την Πρόταση 3.7 προκύπτει το ζητούμενο.

Με την Πρόταση 3.10 ολοκληρώνεται η απόδειξη μας ότι η λύσvη σvτο Πρόβλημα 3.4 έχει
την σvτοχασvτική αναπαράσvτασvη

u (x, t) = Ex [f (Bt)]

Πρόκειται για ένα path integral και η περιφρασvτική, διαισvθητική του διατύπωσvη του παρατί-
θεται σvτο Σχόλιο 3.1.

Παρατηρήσεις 3.11.
Η απόδειξη των προηγούμενων σvελίδων δεν είναι τίποτα άλλο από μια προσvπάθεια να

μεταφράσvουμε ήδη γνωσvτά αποτελέσvματα από τον χώρο των ΜΔΕ σvτη γλώσvσvα των Πι-

θανοτήτων. Δεδομένου της απλότητας διεξαγωγής της λύσvης με μεθόδους της Ανάλυσvης

(βλ. §3.1), θα ήταν αφελές να ισvχυρισvτούμε ότι η κίνησvη Brown είναι ο καλύτερος τρόπος
για τη μελέτη της εξίσvωσvης θερμότητας σvτο Rn × (0, +∞). Τα πράγματα αλλάζουν, βέ-

βαια, αν προσvπαθήσvει κανείς να αναζητήσvει λύσvεις σvτο G× (0, +∞), όπου G είναι ένα
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ανοικτό σvύνολο (π.χ. G = G1 := {z ∈ Rn : |z| < 1}) του Προβλήματος

ut (x, t) = 1
2uxx (x, t) σvτο G× (0, +∞) (a)

u : σvυνεχής σvτο Ḡ× [0, +∞) (b)

u (x, t) = 0 x ∈ ∂G, t > 0

u (0, t) = f (x) x ∈ G

(3.21)

Σε αυτή την περίπτωσvη ένας οπαδός της (κλασvικής) Ανάλυσvης θα αναζητούσvε, κατά τη μέ-

θοδο χωρισvμού μεταβλητών, λύσvεις της μορφής u (x, t) = X (x) T (t) = fi (x) · exp (λit)

δείχνοντας ότι η αρχική σvυνθήκη μπορεί να γραφτεί σvτη γενική μορφή

f (x) =
∑
i

aifi (x)

Το να αποδείξει κανείς κάτι τέτοιο ακόμη και για την ειδική περίπτωσvη που G = G1 απαιτεί

πολύ περισvσvότερη δουλειά απ΄ ότι προηγουμένως, σvτην §3.1 κάναμε, για G = Rn. Παρ΄ όλα

αυτά, ακολουθώντας μεθόδους της Θεωρίας Πιθανοτήτων, οι υπολογισvμοί είναι περίπου

ίσvης δυσvκολίας για ένα μεγάλο εύρος προβλημάτων.

3.3 H Mh Omogen c ExÐsvwsvh Jermìthtac

Στην ενότητα αυτή θα διερευνήσvουμε τι σvυμβαίνει όταν προσvθέσvουμε και μία σvυνάρτησvη

g (x, t) σvτην εξίσvωσvη (3.13) που μόλις θεωρήσvαμε, δηλαδή θα μελετήσvουμε το

Πρόβλημα 3.12.

ut (x, t) = 1
24u (x, t) + g (x, t) σvτο Rn × (0, +∞) (a)

u : σvυνεχής σvτο Rn × [0, +∞) με

u (x, 0) = f (x) , ∀x ∈ Rn
(b)

(3.22)

Παρατηρήσεις 3.13.
Το πρώτο βήμα είναι να παρατηρήσvουμε ότι γνωρίζουμε πως να λύσvουμε την εξίσvωσvη όταν

g ≡ 0, άρα χωρίς βλάβη γενικότητας μπορούμε να περιορισvτούμε σvτην περίπτωσvη που f ≡ 0.
΄Εχοντας κάνει αυτή την απλούσvτευσvη, θα λύσvουμε το Πρόβλημα 3.12 ακολουθώντας τυφλά
την διαδικασvία επίλυσvης της προηγούμενης §3.2.

Αρχικά, αποδεικνύουμε ότι

Λήμμα 3.14.
Αν η υ ικανοποιεί την 3.22(α), τότε το

Ms = u (Bs, t− s) +
ˆ s

0
g (Br, t− r) dr
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είναι ένα local martingale σvτο [0, t).

Απόδειξη. Εφαρμόζοντας την Itô formula (1.23) της σvελ. 13 για το δοθέν Ms έχουμε:

u (Bs, t− s) = u (B0, t) +
ˆ s

0
∇u (Br, t− r) dBr

+

ˆ s

0
−ut (Br, t− r) dr+ 1

2

ˆ s

0
4u (Br, t− r) dr

= u (B0, t) +
ˆ s

0
∇u (Br, t− r) dBr

+

ˆ s

0
���

���
���

���
���

��:
−g (Br, t− r)

−ut (Br, t− r) +
1
24u (Br, t− r)dr

= u (B0, t) +
ˆ s

0
∇u (Br, t− r) dBr −

ˆ s

0
g (Br, t− r) dr

΄Ομως γνωρίζουμε ότι τα σvτοχασvτικά ολοκληρώματα είναιmartingales5, σvυνεπώς η απόδειξή
μας έχει ολοκληρωθεί.

Υποθέτοντας ότι η σvυνάρτησvη g είναι φραγμένη, και ότι η u είναι φραγμένη σvτοRn× [0, t]
και ικανοποιεί την 3.22(α), τότε το {Ms}0≤s<t θα είναι ένα φραγμένο local martingale και
από το Λήμμα 1.13, το {Ms}0≤s<t θα είναι martingale. Από το Θεώρημα Σύγκλισvης των
martingales κατά τα γνωσvτά θα έχουμε ότι καθώς s ↑ t, τοMs θα σvυγκλίνει σvε κάποιο όριο

(σv.β.). Αν η u ικανοποιεί την 3.22(b), αυτό το όριο πρέπει να είναι το
´ t

0 g (Bs, t− s) ds,
δηλαδή

lim
s↑t

Ms =M ≡
ˆ t

0
g (Bs, t− s) ds (3.23)

Επειδή η {Ms} είναι ομοιόμορφα ολοκληρώσvιμη:

E [Ms |Fr ] s↑t→ Ex

[ˆ t

0
g (Bs, t− s) ds |Fr

]
∀ r (3.24)

Από (3.23), (3.24) για το martingale {Ms}0≤s<t θα ισvχύει

Ex [Mt |Fs ] =Ms = Ex

[ˆ t

0
g (Bs, t− s) ds |Fs

]
(3.25)

Θέτοντας s := 0 σvτην (3.25), από τον ορισvμό του {Ms} καταλήγουμε

M0 = u (B0, t)
= u (x, t) .

Δηλαδή αποδείξαμε το ακόλουθο Θεώρημα Μοναδικότητας:

5UponooÔme ìti isvqÔei, dhlad : E
[´ s

0 ∇u (Br, t− r) dBr
]
= 0.



54 Κεφάλαιο 3 Μια Σύνδεσvη Ανάλυσvης και Θεωρίας Πιθανοτήτων

Θεώρημα 3.15 (Μοναδικότητα λύσης της Μη Ομογενούς Εξίσωσης Θερμότητας).
Υποθέτουμε ότι η g είναι φραγμένη. Εάν υπάρχει λύσvη, v, της (3.22) που είναι φραγμένη
σvτο Rn × [0, t], τότε πρέπει

v (x, t) ≡ Ex
[ˆ t

0
g (Bs, t− s) ds

]
(3.26)

Το επόμενο βήμα είναι να βρούμε τις σvυνθήκες υπό τις οποίες η προαναφερθείσvα v να

είναι η λύσvη. Συγκεκριμένα, ισvχύει

Πρόταση 3.16.
Υποθέτουμε ότι η g είναι φραγμένη. Αν η v είναι κατάλληλα λεία (δηλαδή έχει αρκετά

σvυνεχείς παραγώγους ώσvτε να μπορούμε να εφαρμόσvουμε την Itô formula), τότε ικανοποιεί
την 3.22(α) σv.π. σvτο Rn × [0, +∞).

Απόδειξη. Η Μαρκοβιανή ιδιότητα σvυνεπάγεται ότι

Ex

[ˆ t

0
g (Br, t− r) dr |Fs

]
=

ˆ s

0
g (Br, t− r) dr+EBs

[ˆ t−s

0
g (Bu, t− s− u) du

]

=

ˆ s

0
g (Br, t− r) dr+ v (Bs, t− s)

(3.27)
Αφού το αρισvτερό μέλος της (3.27) είναι έναmartingale, το

´ s
0 g (Br, t− r) dr+ v (Bs, t− s)

(δεξί μέλος) θα είναι επίσvης. Συνεπώς, αν η v είναι λεία, τότε επαναλαμβάνοντας τους υπο-

λογισvμούς σvτην απόδειξη για το Λήμμα 3.14 έχουμε ότι

v (Bs, t− s) = v (B0, t) +
ˆ s

0

(
−vt +

1
24v+ g

)
(Br, t− r) dr

−
ˆ s

0
g (Br, t− r) dr

+ ένα local martingale.

΄Αρα προκύπτει άμεσvα ότι το ολοκλήρωμα σvτο δεξί μέλος είναι ένα local martingale. Επειδή
αυτή η σv.α. είναι σvυνεχής και τοπικά φραγμένης κύμανσvης, από το Λήμμα 1.23, σvελ. 12
πρέπει να είναι ταυτοτικά μηδέν. Δηλαδή ισvχύει (με την σvχεδόν βέβαια έννοια)

vt =
1
24v+ g σvτο Rn × (0, +∞)

Πράγματι, επειδή οι vt και 4v είναι σvυνεχείς, έσvτω προς άτοπον ότι −vt+ 1
24v+ g 6= 0 σvε

ένα σvημείο (x, t) ∈ Rn× (0, +∞). Τότε λόγω σvυνέχειας θα είναι διάφορη του μηδενός σvε

μια ανοιχτή γειτονιά αυτού του σvημείου, και, σvυνεπώς, με θετική πιθανότητα το ολοκλήρωμα´ s
0

(
−vt + 1

24v+ g
)
(Br, t− r) dr 6≡ 0, γεγονός που σvυνισvτά αντίφασvη.

Επομένως, η v ικανοποιεί την 3.22(α) και η απόδειξη έχει ολοκληρωθεί.
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Στη σvυνέχεια αναζητούμε σvυνθήκες που σvυνεπάγονται ότι η ῾῾προτεινόμενη᾿᾿ λύσvη μας,

v, ικανοποιεί την 3.22(b). ΄Οπως και σvτην §3.2 θεωρούμε αρχικά ότι η σvυνάρτησvη g είναι
φραγμένη.

Πρόταση 3.17.
Αν g είναι φραγμένη, τότε η v ικανοποιεί την 3.22(b).

Απόδειξη. Θεωρούμε τις ακολουθίες (tn)n ⊂ (0, +∞) και (xn)n ⊂ Rn με tn
n→ 0 και

xn
n→ x. Τότε επειδή η g είναι (ομοιόμορφα) φραγμένη, υπάρχει ένα M > 0 τέτοιο ώσvτε

|g| ≤M . Λόγω της (3.26), το Θεώρημα Φραγμένης Σύγκλισvης σvυνεπάγεται ότι

v (xn, tn) = E

[ˆ tn

0
g (Bs, tn − s) ds

]
≤ E [M |tn − 0|]
n→ 0 ≡ f (x)

Δηλαδή v (x, 0) = f (x).

Το τελευταίο βήμα σvτην απόδειξη μας για να δείξουμε ότι η v είναι η λύσvη σvτο Πρό-

βλημα (3.22) είναι να βρούμε σvυνθήκες που να εξασvφαλίζουν ότι η v είναι αρκετά λεία.
Στο σvυγκεκριμένο Πρόβλημα οι αποδείξεις είναι αρκετά δυσvκολότερες και ξεφεύγουν από

το πνεύμα αυτής της εργασvίας. Επομένως, θα περιορισvτούμε σvτην απλή διατύπωσvη των

αποτελεσvμάτων των σvελίδων 225-228 του Durrett [22]. Στην ουσvία πρόκειται για τα Θεω-
ρήματα 2 ως και 5 του Friedman [28] και ο ενδιαφερόμενος αναγνώσvτης μπορεί να βρει τις
παραλειπόμενες αποδείξεις εκεί.

Λήμμα 3.18.
Αν g είναι φραγμένη και μετρήσvιμη, τότε η v (x, t) είναι σvυνεχής σvτο Rn × (0, +∞).

Λήμμα 3.19.
Αν g είναι φραγμένη και μετρήσvιμη, τότε οι μερικές παράγωγοι Div =

∂v
∂xi
είναι σvυνεχείς

σvτο Rn × (0, +∞) και

Div (x, t) =
ˆ t

0

ˆ
Rn
Dip (y, x, s) g (y, t− s) dyds

Λήμμα 3.20.
Υποθέτουμε ότι g είναι φραγμένη και σvυνεχής, και ότι για κάθε N < ∞ υπάρχουν
σvταθερές C και a ∈ (0, +∞) τέτοιες ώσvτε |g (x, t)− g (y, t)| ≤ C ‖x− y‖a , για όλα τα
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x, y, t με ‖x‖, ‖y‖ και t μικρότερα ή ίσvα του N . Τότε οι μερικές παράγωγοι Dijv =
∂2v

∂xi∂xj

είναι σvυνεχείς σvτο Rn × (0, +∞) και

Dijv (x, t) =
ˆ t

0

ˆ
Rn
Dijp (y, x, s) g (y, t− s) dyds

Λήμμα 3.21.
΄Εσvτω ότι η g είναι όπως σvτο Λήμμα 3.20. Τότε η ∂v

∂t υπάρχει, και

∂v

∂t
(x, t) = g (x, t) +

ˆ t

0

ˆ
Rn

∂

∂t
p (y, x, t− r) g (y, r) dydr

Με τα προηγούμενα Λήμματα και ενθυμούμενοι τις Παρατ. 3.13, ολοκληρώνεται η από-
δειξη μας ότι η λύσvη σvτο Πρόβλημα 3.12 έχει τελικά την σvτοχασvτική αναπαράσvτασvη

u (x, t) = Ex

[
f (Bt) +

ˆ t

0
g (Bs, t− s) ds

]

Η μέσvη τιμή αυτή δεν είναι άλλη από ένα path integral και η περιφρασvτική, διαισvθητική του
διατύπωσvη του παρατίθεται σvτο Σχόλιο 3.1.

3.4 H Feynman-Kač formula gia thn kÐnhsvh Brown

Στην ενότητα αυτή θα διερευνήσvουμε τη μορφή της σvτοχασvτικής αναπαράσvτασvης της λύσvης,

όταν προσvθέσvουμε έναν όρο c (x) u (x, t) σvτο δεξί μέλος της (3.13). Συγκεκριμένα, θα
μελετήσvουμε το

Πρόβλημα 3.22.

ut (x, t) = 1
24u (x, t) + c (x) u (x, t) σvτο Rn × (0, +∞) (a)

u : σvυνεχής σvτο Rn × [0, +∞) με

u (x, 0) = f (x) , ∀x ∈ Rn
(b)

(3.28)

Αν c (x) ≤ 0, τότε η (3.28) περιγράφει τη ροή της θερμότητας με ψύξη. ΄Οπως σvτην §3.2,
η λύσvη u (x, t) δίνει τη θερμοκρασvία σvτο σvημείου του χώρου, x ∈ Rn τη σvτιγμή t, αλλά εδώ

δεν υποθέτουμε ότι υπάρχει τέλεια αγωγιμότητα της θερμότητας. Αντίθετα, υποθέτουμε

ότι η θερμότητα σvτο x χάνεται με ρυθμό k (x) = −c (x). Στη σvυνέχεια θα δούμε ότι αυτή
η υπόθεσvη αντισvτοιχεί σvε μια κ.Β. με ρυθμό θνησvιμότητας(εξουδετέρωσvης) k (x), δηλαδή

η πιθανότητα το σvωματίδιο να ῾῾επιζεί᾿᾿ μέχρι τον χρόνο t είναι exp
(
−
´ t

0 k (Bs) ds
)
, κατά

τους σvυμβολισvμούς που έχουμε εισvαγάγει σvτην §3.1-1. Εδώ θα αποδείξουμε αναλυτικότερα,
και για μη σvταθερά δυναμικά τα όσvα σvτις σvελ. 45-46 κάναμε για την περίπτωσvη που c (x) ≡
λ = σvταθ. Στην ουσvία αυτή ήταν η προσvέγγισvη του Kač σvτο ολοκλήρωμα του Feynman.
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Σε αυτό το σvημείο ο αναγνώσvτης πρέπει να ανακαλέσvει σvτη μνήμη του, ότι οι ευρηματικοί

σvυλλογισvμοί του μεγάλου Feynman σvτο Κεφ. 2 δεν ήταν παρά κάποιες παρατηρήσvεις-
υποθέσvεις για το πως θα μπορούσvε κανείς να μαντέψει την Feynman-Kač formula·ωσvτόσvο,
το να μαντέψουμε κάτι, διαφέρει ριζικά από το να το αποδείξουμε, και αυτό ακριβώς είναι το

αντικείμενο αυτής της ενότητας. Στη βιβλιογραφία υπάρχουν πολλές διαφορετικές αποδεί-

ξεις της Feynman-Kač formula, χρησvιμοποιώντας διαφορετικά μαθηματικά εργαλεία, αλλά
η μέθοδος απόδειξης που ακολουθεί γενικεύει την προηγούμενη ανάλυσvη και βασvίζεται σvτη

φόρμουλα του Itô (βλ.Κεφ. 1).
Αρχικά, κατά τα γνωσvτά, αποδεικνύουμε ότι

Λήμμα 3.23.
Αν η υ ικανοποιεί την 3.28(α), τότε το

Ms = u (Bs, t− s) exp
(ˆ s

0
c (Br) dr

)

είναι ένα local martingale σvτο [0, t).

Απόδειξη. Από την Itô formula (1.23) και υπό την υπόθεσvη ότι η u (x, t) λύνει την ΜΔΕ
(3.28), για το δοθέν Ms έχουμε:

u (Bs, t− s) = u (B0, t) +
ˆ s

0
∇u (Br, t− r) dBr

+

ˆ s

0
−ut (Br, t− r) dr+ 1

2

ˆ s

0
4u (Br, t− r) dr

= u (B0, t) +
ˆ s

0
∇u (Br, t− r) dBr

+

ˆ s

0
���

���
���

���
���

��:
−c (Br) u (Br, t− r)

−ut (Br, t− r) +
1
24u (Br, t− r)dr

= u (B0, t) +
ˆ s

0
∇u (Br, t− r) dBr −

ˆ s

0
c (Br) u (Br, t− r) dr

΄Ετσvι, εφαρμόζοντας τον κανόνα του γινομένου του Στοχασvτικού Λογισvμού (1.29) παίρνουμε

Ms = u (Bs, t− s) exp
(ˆ s

0
c (Br) dr

)
= u (B0, t) + exp

(ˆ s

0
c (Br) dr

) {ˆ s

0
∇u (Br, t− r) dBr −

ˆ s

0
c (Br) u (Br, t− r) dr

}
+ exp

(ˆ s

0
c (Br) dr

) {ˆ s

0
c (Br) u (Br, t− r) dr

}
= u (B0, t) + exp

(ˆ s

0
c (Br) dr

) {ˆ s

0
∇u (Br, t− r) dBr

}
Επειδή η τελευταία ισvότητα δεν έχει όρο drift σvυμπεραίνουμε ότι το Ms είναι ένα local
martingale σvτο [0, t).
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Παρατηρούμε ότι αν υποθέσvουμε η σvυνάρτησvη c να είναι φραγμένη και η u να είναι

φραγμένη σvτο Rn× [0, t] και να ικανοποιεί την 3.28(α), τότε το {Ms}0≤s<t είναι φραγμένο
local martingale. Πράγματι, εξ ορισvμού του Ms έχουμε

sup
0≤s<t

|Ms| ≤ ‖u‖∞ exp (t ‖c‖∞) <∞ (3.29)

Επομένως, από το Λήμμα 1.13, το {Ms}0≤s<t είναι martingale. Από το Θεώρημα Σύγ-
κλισvης των martingales κατά τα γνωσvτά θα έχουμε ότι καθώς s ↑ t, το Ms θα σvυγκλίνει

σvε κάποιο όριο (σv.β.). Αν η u ικανοποιεί την 3.28(b), αυτό το όριο πρέπει να είναι το
f (Bt) exp

(´ t
0 c (Br) dr

)
, δηλαδή

lim
s↑t

Ms =M ≡ f (Bt) exp
(ˆ t

0
c (Br) dr

)
(3.30)

Από (3.30) για το martingale {Ms}0≤s<t θα ισvχύει

Ex [Mt |Fs ] =Ms = Ex

[
f (Bt) exp

(ˆ t

0
c (Br) dr

)
|Fs

]
∀ r (3.31)

Θέτοντας s = 0 σvτην (3.31), από τον ορισvμό του {Ms} καταλήγουμε

M0 = u (B0, t)
= u (x, t)

Δηλαδή αποδείξαμε το ακόλουθο Θεώρημα Μοναδικότητας:

Θεώρημα 3.24 (Μοναδικότητα λύσης).

Υποθέτουμε ότι η c είναι φραγμένη. Εάν υπάρχει λύσvη, v, της (3.28) που είναι φραγμένη
σvτο Rn × [0, t], τότε πρέπει

v (x, t) ≡ Ex
[
f (Bt) exp

(ˆ t

0
c (Br) dr

)]
(3.32)

Το επόμενο βήμα είναι να βρούμε τις σvυνθήκες υπό τις οποίες η προαναφερθείσvα v να

είναι η λύσvη. Συγκεκριμένα, ισvχύει

Πρόταση 3.25.

Υποθέτουμε ότι η g είναι φραγμένη. Αν η v είναι κατάλληλα λεία (δηλαδή έχει αρκετά

σvυνεχείς παραγώγους ώσvτε να μπορούμε να εφαρμόσvουμε την Itô formula), τότε ικανοποιεί
την 3.22(α) σv.π. σvτο Rn × (0, +∞).



§3.4 Η Feynman-Kač formula για την κίνησvη Brown 59

Απόδειξη. Η Μαρκοβιανή ιδιότητα σvυνεπάγεται ότι

Ex

[
f (Bt) exp

(ˆ t

0
c (Br) dr

)
|Fs

]
= exp

(ˆ t

0
c (Br) dr

)
EBs

[
f (Bt−s)

ˆ t−s

0
c (Br) dr

]

= exp
(ˆ t

0
c (Br) dr

)
v (Bs, t− s)

(3.33)
Αφού το αρισvτερό μέλος της (3.27) είναι έναmartingale, το exp

(´ t
0 c (Br) dr

)
v (Bs, t− s)

(δεξί μέλος) θα είναι επίσvης. Συνεπώς, αν η v είναι λεία, τότε επαναλαμβάνοντας τους

υπολογισvμούς σvτην απόδειξη για το Λήμμα 3.23 έχουμε ότι

exp
(ˆ t

0
c (Br) dr

)
v (Bs, t− s) =v (B0, t)

+

ˆ s

0

(
−vt +

1
24v+ cv

)
(Br, t− r) exp

(ˆ t

0
c (Bw) dw

)
dr

+ ένα local martingale

΄Αρα προκύπτει άμεσvα ότι το ολοκλήρωμα σvτο δεξί μέλος είναι ένα local martingale και
σvυνεπώς, πρέπει να είναι ταυτοτικά μηδέν. Δηλαδή ισvχύει (με την σvχεδόν βέβαια έννοια)

vt =
1
24v+ cv σvτο Rn × (0, +∞)

Επομένως, η v ικανοποιεί την 3.28(α) και η απόδειξη έχει ολοκληρωθεί.

Στη σvυνέχεια αναζητούμε σvυνθήκες που σvυνεπάγονται ότι η ῾῾προτεινόμενη᾿᾿ λύσvη μας,

v, ικανοποιεί την 3.28(b). ΄Οπως προηγουμένως, εξετάζουμε σvτην αρχή τι σvυμβαίνει όταν
όλα είναι φραγμένα.

Πρόταση 3.26.
Αν η c είναι φραγμένη και η f είναι φραγμένη και σvυνεχής, τότε η v ικανοποιεί την

3.28(b).

Απόδειξη. Θεωρούμε τις ακολουθίες (tn)n ⊂ (0, +∞) και (xn)n ⊂ Rn με tn
n→ 0 και

xn
n→ x. Επειδή η c είναι (ομοιόμορφα) φραγμένη, υπάρχει ένα M > 0 τέτοιο ώσvτε

|c| ≤M . Τότε επειδή e−Mt ≤ exp
(´ t

0 c (Br) dr
)
≤ eMt παρατηρούμε ότι

exp
(ˆ t

0
c (Br) dr

)
t→0→ 1

Λόγω της (3.32), επειδή η f είναι φραγμένη το Θεώρημα Φραγμένης Σύγκλισvης σvυνεπάγεται
ότι

Ex

[
f (Bt) exp

(ˆ t

0
c (Br) dr

)]
t→0→ Ex [f (Bt)]
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Το επιθυμητό αποτέλεσvμα έπεται από την Πρόταση 3.8 και λόγω της μοναδικότητας του
ορίου.

Ακολούθως, αναζητούμε σvυνθήκες που εξασvφαλίζουν ότι η v είναι αρκετά λεία για να είναι

λύσvη σvτο Πρόβλημα 3.22. Σε αυτή την περίπτωσvη χρησvιμοποιούμε μια παρατήρησvη τουDur-
rett [22] και έτσvι ανάγουμε τα αποτελέσvματά μας σvε αυτά της προηγούμενης περίπτωσvης.
Συγκεκριμένα, παρατηρούμε ότι

ˆ t

0
c (Bs) exp

(ˆ t

s
c (Br) dr

)
ds =

ˆ t

0

d
ds

(
exp

(ˆ t

s
c (Br) dr

))
ds

= exp
(ˆ t

0
c (Br) dr

)
−
���

���
���

�:1
exp

(ˆ t

t
c (Br) dr

)

Δηλαδή μπορούμε να γράψουμε

exp
(ˆ t

0
c (Br) dr

)
= 1 +

ˆ t

0
c (Bs) exp

(ˆ t

s
c (Br) dr

)
ds (3.34)

Πολλαπλασvιάζοντας την (3.34) επί f (Bt) και παίρνοντας μέσvες τιμές έχουμε

v (x, t) = 1 +
ˆ t

0
Ex

[
c (Bs) f (Bt) exp

(ˆ t

s
c (Br) dr

)]
ds (3.35)

Δεσvμεύοντας ως προς Fs, λόγω Μαρκοβιανής ιδιότητας και του Θεωρήματος Fubini, η
(3.35) γράφεται

Ex [v (x, t) |Fs ] = 1 +Ex

[ˆ t

0
Ex

[
f (Bt) c (Bs) exp

(ˆ t

s
c (Br) dr

)]
ds |Fs

]

exp
(ˆ t

0
c (Br) dr

)
EBs

[
f (Bt−s)

ˆ t−s

0
c (Br) dr

]

= 1 +
ˆ t

0
Ex [c (Bs) v (Bs, t− s)] ds

΄Αρα

v (x, t) = 1 +
ˆ t

0
Ex [c (Bs) v (Bs, t− s)] ds (3.36)

Ο δεύτερος όρος σvτην εξ. (3.36) είναι της μορφής (3.22) που εξετάσvαμε σvτην προηγούμενη
§3.3. Εντελώς ανάλογα με τα προηγούμενα μπορεί να δειχθεί ότι6

6O endiaferìmenoc anagn¸svthc mporeÐ na brei tic paraleipìmenec leptomèreiec svto [28].
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Λήμμα 3.27.
΄Εσvτω ότι η f είναι φραγμένη. Αν η c είναι φραγμένη και τοπικά Hο̈lder σvυνεχής, τότε
η v είναι λεία, και, σvυνεπώς, ικανοποιεί την 3.28(α)

΄Ετσvι, ολοκληρώνεται η απόδειξη μας ότι η λύσvη σvτο Πρόβλημα 3.22 έχει τελικά την
σvτοχασvτική αναπαράσvτασvη

u (x, t) = E

[
f (x +Bt) exp

(ˆ t

0
c (x +Br) dr

)]
(3.37)

Η μέσvη τιμή αυτή δεν είναι άλλη από ένα path integral και η περιφρασvτική, διαισvθητική του
διατύπωσvη του παρατίθεται σvτο Σχόλιο 3.1.
Το μοτίβο απόδειξης που ακολουθήσvαμε σvτις προηγούμενες ενότητες μπορεί να χρησvι-

μοποιηθεί [22] για να παράγουμε ένα μεγάλο αριθμό θεωρημάτων σvτοχασvτικής αναπαρά-

σvτασvης για σvυναρτήσvεις που ικανοποιούν παραβολικές ΜΔΕ (όπως αυτές που αναφέραμε

ως τώρα), αλλά και ελλειπτικές ΜΔΕ (π.χ. η χρονικά ομογενής εξίσvωσvη Schrο̈dinger ).

3.5 H Feynman-Kač formula gia anelÐxeic Itô

Στις προηγούμενες ενότητες είδαμε το πως αποτελέσvματα των Πιθανοτήτων μπορούν να

χρησvιμοποιηθούν για την επίλυσvη προβλημάτων της Ανάλυσvης. Η μυσvτηριώδης αυτή σvύν-

δεσvη των δύο περιοχών των Μαθηματικών δεν περιορίζεται σvτην ειδική περίπτωσvη της

κίνησvης Brown, αλλά μπορεί να χρησvιμοποιηθεί για να παράγει ανάλογα όμορφα απο-
τελέσvματα για ανελίξεις Itô. Το Θεώρημα 3.28 ῾῾μετατρέπει᾿᾿ την επίλυσvη μιας Μερικής
Διαφορικής Εξίσvωσvης γενικής μορφής, σvτην επίλυσvη μιας Στοχασvτικής Διαφορικής για

μία σvυγκεκριμένη ανέλιξη Itô. Επιπρόσvθετα, σvτο Θεώρημα 3.29 δείχνουμε ότι μια γενική
Feynman-Kač formula σvυμπίπτει με τη λύσvη μιας γενικής μορφής της περίφημης Εξίσvωσvης
των Black-Scholes. Συνεπώς, με τη μορφή αυτή το Θεώρημα 3.29 μπορεί να εφαρμοσvτεί
σvτα Χρηματοοικονομικά. Συγκεκριμένα, θα χρησvιμοποιηθεί ουσvιωδώς σvτο (Κεφ. 6) για να
απαντήσvουμε σvε ερωτήματα τιμολόγησvης ομολόγων μέσvω μοντελοποίησvης των επιτοκίων.

Οι αποδείξεις που ακολουθούν μπορεί να μην έχουν την αυσvτηρότητα των προηγούμενων

ενοτήτων, αλλά είναι ανάλογες. Για παράδειγμα, οι ΜΔΕ που επιλύουμε θεωρούμε ότι

έχουν μοναδική λύσvη. Ο ενδιαφερόμενος αναγνώσvτης μπορεί να βρει τις παραλειπόμενες

λεπτομέρειες σvτη Βιβλιογραφία, αλλά και μια πιο αφηρημένη Feynman-Kač formula για
ΜΔΕ και γενικές σvτοχασvτικές ανελίξεις (βλ. για παράδειγμα [29], [47], [49], [53], [86]).

Θεώρημα 3.28 (Γενική Feynman-Kač formula).
΄Εσvτω ότι οι σvυναρτήσvεις V : R → R και f : R → R είναι φραγμένες και έσvτω u: R×

(0, +∞)→ R, σvυνεχής σvτο R× [0, +∞) να είναι η μοναδική λύσvη του ΠΑΤ οριζόμενου
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από την ΜΔΕ

ut (x, t) = 1
2σ

2 (x) uxx (x, t) + µ (x) ux (x, t) + V (x) u (x, t) (3.38)

και την αρχική σvυνθήκη:

u (x, 0) = f (x) , ∀x ∈ R (3.39)

Αν οι σvυναρτήσvεις µ: R→ R και σ: R→ R είναι Lipschitz7 και ικανοποιούν τη σvυνθήκη

µ2 (x) + σ2 (x) ≤ L
(
1 + x2

)
(3.40)

για κάποια σvταθερά L > 0, τότε η u έχει την αναπαράσvτασvη

u (x, t) = E

[
f (x+Xt) exp

(ˆ t

0
V (x+Xs) ds

)]
(3.41)

όπου η ανέλιξη {Xt}t≥0 είναι η μοναδική λύσvη της ΣΔΕ

dXt = µ (Xt) dt+ σ (Xt) dBt (3.42)

με αρχική σvυνθήκη

X0 = 0 (3.43)

Απόδειξη. Από την εμπειρία μας με το Πρόβλημα 3.22, θα δείξουμε πρώτα ότι η ανέλιξη

Ms = u (Xs, t− s) exp
(ˆ s

0
V (x+Xr) dr

)
(3.44)

είναι local martingale σvτο [0, t) και σvτη σvυνέχεια ότι είναι ένα γνήσvιο martingale.
Εφαρμόζοντας την Itô formula (1.23) για το δοθέν Ms έχουμε

u (Xs, t− s) = u (X0, t) +
ˆ s

0
ux (Xr, t− r) dXr

+

ˆ s

0
−ut (Xr, t− r) dr+ 1

2

ˆ s

0
uxx (Xr, t− r) dXr · dXr

Δηλαδή

u (Xs, t− s) = u (0, t) +
ˆ s

0
ux (Xr, t− r) σ (Xr) dBr

+

ˆ s

0

[
−ut (Xr, t− r) +

1
2uxx (Xr, t− r) σ2 (Xr) + ux (Xr, t− r) µ (Xr)

]
dr

= u (0, t) +
ˆ s

0
ux (Xr, t− r) σ (Xr) dBr −

ˆ s

0
V (x+Xr) u (Xr, t− r) dr,

7Akribèsvtera, apaitoÔme oi svunart sveic µ: R → R kai σ: R → R na eÐnai Lipschitz svta svumpag 
uposvÔnola tou R.
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όπου υποθέσvαμε ότι η ανέλιξη {Xt}t≥0 είναι η μοναδική λύσvη της ΣΔΕ (3.42) και ότι η
u (x, t) λύνει την ΜΔΕ (3.38).

Επιπρόσvθετα, ισvχύει

exp
(ˆ s

0
V (x+Xr) dr

)
= 1 +

ˆ s

0

{
exp

(ˆ r

0
V (x+Xω) dω

)}
V (x+Xr) dr

= 1 + exp
(ˆ s

0
V (x+Xr) dr

)
V (x+Xs)

(3.45)

΄Ετσvι, εφαρμόζοντας τον κανόνα του γινομένου του Στοχασvτικού Λογισvμού (1.29) παίρνουμε

Ms = u (0, t) +
ˆ s

0

{
exp

(ˆ r

0
V (x+Xω) dω

)}
du (Xr, t− r)

+

ˆ s

0
{u (Xr, t− r)} d

(
exp

(ˆ r

0
V (x+Xω) dω

))
΄Αρα

Ms = u (0, t) + exp
(ˆ s

0
V (x+Xr) dr

) 
ˆ s

0
ux (Xr, t− r) σ (Xr) dBr

−
ˆ s

0 ((
(((

((((
(((

V (x+Xr) u (Xr, t− r)dr


+

ˆ s

0
((((

(((
((((

(((
((((

(((
(((

exp
(ˆ s

0
V (x+Xr) dr

)
V (x+Xs) u (Xr, t− r)dr

Δηλαδή τελικά

Ms = u (0, t) + exp
(ˆ s

0
V (x+Xr) dr

) ˆ s

0
ux (Xr, t− r) σ (Xr) dBr (3.46)

Η (3.46) δείχνει ότι το {Ms}0≤s<t είναι ένα local martingale . Επίσvης, από τον ορισvμό
(3.44) του {Ms} και από τις υποθέσvεις ότι οι σvυναρτήσvεις V και u είναι φραγμένες έχουμε
ότι

sup
0≤s<t

|Ms| ≤ ‖u‖∞ exp (t ‖V ‖∞) <∞

Δηλαδή το{Ms}0≤s<t είναι ένα γνήσvιο martingale. Από το Θεώρημα Σύγκλισvης των mar-
tingales κατά τα γνωσvτά θα έχουμε ότι καθώς s ↑ t, το Ms θα σvυγκλίνει σvε κάποιο όριο

(σv.β.). Αν η u ικανοποιεί τη (3.39), αυτό το όριο πρέπει να είναι το f (Xt) exp
(´ t

0 V (x+Xr) dr
)
,

δηλαδή

lim
s↑t

Ms =M ≡ f (Xt) exp
(ˆ t

0
V (x+Xr) dr

)
(3.47)

Από (3.47) για το martingale {Ms}0≤s<t θα ισvχύει
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E [Mt |Fs ] =Ms = E

[
f (Xt) exp

(ˆ t

0
V (x+Xr) dr

)
|Fs

]
(3.48)

Θέτοντας s := 0 σvτην (3.48), από τον ορισvμό του {Ms} καταλήγουμε

M0 = u (X0, t)
= u (0, t)

Δηλαδή εάν υπάρχει λύσvη, u, της (3.38) που είναι φραγμένη σvτο R× [0, t], τότε πρέπει

u (x, t) ≡ E
[
f (x+Xt) exp

(ˆ t

0
V (x+Xr) dr

)]
(3.49)

Συνεπώς, η αναπαράσvτασvη της λύσvης της ΜΔΕ (3.38) μέσvω του path integral (3.49) έχει
ολοκληρωθεί.

Το επόμενο Θεώρημα βρίσvκεται σvτο επίκεντρο των αποτελεσvμάτων της εργασvίας αυτής,

σvυνδέοντας μια ΜΔΕ με μια ΣΔΕ και ένα path integral (μια μέσvη τιμή, δηλαδή, σvτην
περίπτωσvή μας). Είναι η άσvκησvη 15.1 σvελ. 274 σvτο [90].

Θεώρημα 3.29 (Ισοδυναμία Feynman-Kač formula και μιας γενικής Εξίσωσης Black-
-Scholes).

΄Εσvτω ότι η ανέλιξη r: R× (0, +∞)→ R+ και η σvυνάρτησvη f : R→ R είναι φραγμένες

και έσvτω u: R× (0, +∞)→ R, σvυνεχής σvτο R× [0, +∞) να είναι η μοναδική λύσvη του

Προβλήματος Συνοριακών Τιμών οριζόμενου από την ΜΔΕ

ut (x, t) = −1
2σ

2 (x, t) uxx (x, t) +m (x, t) ux (x, t) + r (x, t) u (x, t) (3.50)

και την σvυνοριακή σvυνθήκη:

u (x, T ) = f (x) , ∀x ∈ R (3.51)

Υποθέτουμε επίσvης ότι η σvτοχασvτική ανέλιξη m: R× (0, +∞)×Ω → R είναι προσvαρ-

μοσvμένη και ολοκληρώσvιμη σvχεδόν για όλα τα ω. Αν οι σvυναρτήσvεις m: R× (0, +∞)→
R+ και σ: R× (0, +∞)→ R+ είναι Lipschitz8 και ικανοποιούν επιπρόσvθετα τις σvυνθήκε

(m (x, t)−m (y, t))2 + (σ (x, t)− σ (y, t))2 ≤ K1 (x− y)2 (3.52)

8Akribèsvtera, apaitoÔme oi svunart sveic m: R → R kai σ: R → R na eÐnai Lipschitz svta svumpag 
uposvÔnola tou R.
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για κάθε x, y ∈ R για κάποια σvταθερά K1 > 0 και

m2 (x, t) + σ2 (x, t) ≤ Κ2
(
1 + x2

)
(3.53)

και, τέλος, αν η σvυνάρτησvη, f , της αρχικής σvυνθήκης είναι φραγμένη, τότε η u έχει την

αναπαράσvτασvη

u (x, t) = E

[
f
(
Xt,x
T

)
exp

(
−
ˆ T

t
r
(
Xt,x
s , s

)
ds
)]

(3.54)

όπου για s ∈ [0, t) η ανέλιξη
{
Xt,x
s

}
s∈[0, t) ορίζεται ως X

t,x
s := x και για s ∈ [t, T ] η

ανέλιξη
{
Xt,x
s

}
s∈[t,T ] είναι η λύσvη της ΣΔΕ

dXt,x
s = m

(
Xt,x
s , s

)
dt+ σ

(
Xt,x
s , s

)
dBs (3.55)

με αρχική σvυνθήκη

Xt,x
t = x (3.56)

και κάποια τελική σvυνθήκη Xt,x
T .

Παρατήρηση 3.30.
Πριν προχωρήσvουμε σvτην απόδειξη πρέπει να σvχολιάσvουμε ότι η υπόθεσvη της αρχικής

σvυνθήκης να είναι φραγμένη φαίνεται εκ πρώτης όψεως πολύ περιορισvτική. Ο λόγος είναι ότι

αν θέλουμε να χρησvιμοποιήσvουμε το Θεώρημα 3.29 για την εύρεσvη της τιμής για παράδειγμα
ενός δικαιώματος αγοράς Ευρωπαϊκού τύπου (European call option), εκεί γνωρίζουμε ότι
η κατάλληλη f ισvούται με (x−K)+, δηλαδή δεν είναι φραγμένη. Κατά το σvχόλιο του

[90] ῾῾μια τέτοια παρατήρησvη είναι αβάσvιμη᾿᾿. Ο λόγος είναι διότι μπορούμε να θέσvουμε

f0 (x) := min {f(x), M} με M να σvυμβολίζει το σvύνολο του χρήματος. Τότε η f0 είναι

προφανώς άνω φραγμένη και έτσvι ικανοποιούνται ακόμα και οι απαιτητικοί Μαθηματικοί

αντικαθισvτώντας την f
(
Xt,x
T

)
με την f0

(
Xt,x
T

)
σvτην (3.54).

Απόδειξη. Κάνοντας κάποιες δοκιμές βρίσvκουμε ότι η κατάλληλη ανέλιξη για να αρχίσvουμε

τη γνωσvτή μας μέθοδο είναι η9

Ms = u
(
Xt,x
s , s

)
exp

(
−
ˆ s

t
r
(
Xt,x
ω , ω

)
dω
)

:= Us · Es
(3.57)

για s ∈ [t, T ). Θα αποδείξουμε ότι το {Ms}t≤s<T είναι ένα local martingale. Πράγματι,
υιοθετώντας τον κλασvικό αριθμητικό σvυμβολισvμό των μερικών παραγώγων της Ανάλυσvης

9Kat� thn orologÐa tou Kef. 6 ja mporoÔsvame na poÔme ìti to Ms metab�lletai wc proc to qrìno
l xhc (maturity), T , twn omolìgwn. 'Etsvi, enopoioÔme ta apotelèsvmata mac gia k�je T -omìlogo, gia
k�je qronik  svtigm  t, me diaforetik  paroÔsva axÐa x. To tÐmhma pou plhr¸noume me aut n thn enopoi svh
thc apìdeixhc eÐnai svthn dusvkolÐa pl rouc svumbolisvmoÔ.
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ελαχισvτοποιούμε τους σvυμβολισvμούς και έχουμε

dUs =
[
u1
(
Xt,x
s , s

)
+

1
2σ

2
(
Xt,x
s , s

)
u22

(
Xt,x
s , s

)]
ds+ u2

(
Xt,x
s , s

)
dXt,x

s

=

[
u1
(
Xt,x
s , s

)
+

1
2σ

2
(
Xt,x
s , s

)
u22

(
Xt,x
s , s

)
+ u2

(
Xt,x
s , s

)
m
(
Xt,x
s , s

)]
ds

+ u2
(
Xt,x
s , s

)
σ
(
Xt,x
s , s

)
dBs

΄Επειτα, λόγω της (3.45): dEs = −Es r (Xt,x
s , s) ds και ο κανόνας του (σvτοχασvτικού)

γινομένου μας δίνει

dMs = Es dUs + Us dEs
= Es

[
dUs −Us r

(
Xt,x
s , s

)
ds
]

= Es

u1
(
Xt,x
s , s

)
+

1
2σ

2
(
Xt,x
s , s

)
u22

(
Xt,x
s , s

)
+ u2

(
Xt,x
s , s

)
m
(
Xt,x
s , s

)

− u
(
Xt,x
s , s

)
r
(
Xt,x
s , s

)ds+ u2
(
Xt,x
s , s

)
σ
(
Xt,x
s , s

)
dBs

Επειδή τώρα η u (x, t) είναι η μοναδική λύσvη της Black-Scholes ΜΔΕ (3.50), παρατηρούμε
ότι οι όροι του dMs σvτην αγκύλη του ds μηδενίζονται και σvυνεπώς το {Ms}t≤s<T είναι
ένα local martingale. Επιπρόσvθετα, επειδή η r είναι μη αρνητική και η u είναι φραγμέ-
νη, έπεται ότι το {Ms}t≤s<T είναι ένα γνήσvιο martingale ως φραγμένο local martingale
(βλ. Λήμμα 1.13). Τέλος, ισvχύει τετριμμένα ότι Mt = u (x, t) και από την ιδιότητα του
martingale, βρίσvκουμε τελικά ότι η u θα έχει την σvτοχασvτική αναπαράσvτασvη (3.54).

Παρατήρηση 3.31.
Η σvκοπιμότητα χρήσvης του εκ πρώτης όψεως πολύπλοκου σvυμβολισvμού

{
Xt,x
s

}
s∈[0,T ]

για την ανέλιξη {Xs}s∈[0,T ] αναλύεται σvτο Παράρτημα Α. ΄Ετσvι, από το Θεώρημα Α.6, η

μέσvη τιμή (3.54) (άρα και η λύσvη u της (3.50)) ισvούται με

E

[
f (XT) exp

(
−
ˆ T

t
r (Xu, u) du

)
| Ft

]
.

Το αποτέλεσvμα αυτό έχει πολύ ενδιαφέρουσvες προεκτάσvεις, όπως θα δούμε σvτη σvυνέχεια.
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3.6 H �llh optik  thc Feynman-Kač: Stoqasvtik 
ProsvomoÐwsvh

Το 1973 οι Black και Scholes σvτο πασvίγνωσvτο άρθρο τους [6] πρότειναν ως λύσvη σvε μια
ειδική μορφή της (3.50) για m (St, t) := µ St, σ (St, t) := σ St, r (St, t) := r και f (x) =

(x−K)+ την εξής

u (x, t) = xΦ

 ln
(
x
K

)
+
(
r+ 1

2σ
2
)
(T − t)

σ
√
T − t

−Ke−r(T−t)Φ
 ln

(
x
K

)
+
(
r− 1

2σ
2
)
(T − t)

σ
√
T − t


(3.58)

Γι΄ αυτό το σvπουδαίο τους αποτέλεσvμα οι M. Scholes10 και R. Merton κέρδισvαν το
Βραβείο Νόμπελ Οικονομικών το 1997. Με μια πρώτη ματιά το Θεώρημα 3.29 δεν έκανε
και τίποτα·μετέτρεψε τον πολύπλοκο, αλλά αναλυτικό τύπο (3.58) σvτην αφηρημένη μέσvη
τιμή (3.54). Στην πραγματικότητα, η σvτοχασvτική αναπαράσvτασvη (3.54) έχει αρκετά να μας
πει.

Πρώτον, όπως αναφέραμε η λύσvη (3.58) των Black και Scholes τιμολογεί δικαιώματα με
υποκείμενους τίτλους μετοχές θεωρώντας ότι οι τελευταίες έχουν (ντετερμινισvτική) σvτα-

θερή μεταβλητότητα (volatility). Συνεπώς, η (3.58) είναι ακατάλληλη για τιμολόγησvη ομο-
λόγων (Κεφ. 6) και πολλών άλλων χρηματοοικονομικών παραγώγων επ΄ αυτών (βλ.Κεφ. 5).
Επιπρόσvθετα, πέραν της έντονης γεωμετρικής οπτικής ενός path integral, που περι-
γράφουμε σvτο Κεφ. 2, οι όποιες δυσvκολίες προκύπτουν σvτην εύρεσvη της μέσvης τιμής (3.54)
μπορούν να απλοποιηθούν βρίσvκοντας την ανέλιξη

{
Xt,x
s

}
s∈[t,T ) μέσvω της λύσvης της ΣΔΕ

που αυτή ικανοποιεί:

dXt,x
s = m

(
Xt,x
s , s

)
dt+ σ

(
Xt,x
s , s

)
dBs (3.59)

με αρχική σvυνθήκη

Xt,x
t = x (3.60)

΄Οταν οι λύσvεις αυτής της ΣΔΕ έχουν κατανοηθεί καλά, υπάρχει μια εξαιρετική ευκαιρία

για τη μέσvη τιμή (3.54) να υπολογισvτεί σvε ῾῾κλεισvτή μορφή᾿᾿.
Για δυσvκολότερα προβλήματα, το κυριότερο χαρακτηρισvτικό της Feynman-Kač formula
(3.54) είναι ότι δημιουργεί ένα Πρόβλημα άμεσvα εφαρμόσvιμο σvε Στοχασvτική Προσvομοίω-
σvη. Για παράδειγμα, μια δύσvκολα επιλύσvιμη Μερική Διαφορική Εξίσvωσvη με ντετερμινι-

σvτικές μεθόδους της Αριθμητικής Ανάλυσvης, όπως η Μέθοδος των Πεπερασvμένων Στοι-

χείων, πιθανότατα να επιλύεται ακριβέσvτερα με σvτοχασvτικές μεθόδους της Προσvομοίω-

σvης ως μια Στοχασvτική Διαφορική Εξίσvωσvη. Η ΣΔΕ (3.55) θα μπορούσvε λόγου χάριν
να αντιμετωπισvτεί με μια ΄Αμεσvη Μέθοδο Euler για να έχουμε μια πραγματοποίησvη της

10O F.Black pèjane to 1995 kai eÐnai koin¸c apodektì apì thn episvthmonik  koinìthta ìti ja moirazìtan
kai autìc to BrabeÐo.
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{
Xt,x
s

}
s∈[t,T )(βλ.Αλγ. B.4). Αν αυξήσvουμε κατάλληλα τον αριθμό των επαναλήψεων της

μεθόδου, η μέσvη τιμή (3.54) δύναται να υπολογισvτεί εφαρμόζοντας μια Μέθοδο Monte
Carlo. Για περισvσvότερα βλ.Παράρτημα Β, σvελ. 143 και τα βιβλία [32], [59], [58] και [83].
Ως γνωσvτόν, σvτην αριθμητική προσvέγγισvη λύσvεων τίθονται θέματα σvύγκλισvης (σvύγκλισvη

σvτη θεωρητική λύσvη με ποιά έννοια: ως προς κατανομή, ως προς πιθανότητα, κτλ), ακρίβειας

της εκτιμώμενης λύσvης, και ταχύτητας του αλγορίθμου εύρεσvης αυτής. Ωσvτόσvο, ο κλάδος

της Στοχασvτικής Προσvομοίωσvης είναι ταχύτατα αναπτυσvσvόμενος τα τελευταία χρόνια και

νέες τροποποίησvεις των παλιότερων μεθόδων προτείνονται διαρκώς.

Τέλος, το γενικό όφελος για τα Μαθηματικά είναι ότι για πολύ γενικές ΜΔΕ, των

οποίων η ύπαρξη λύσvης και μόνο θα ήταν ένα ιδιαίτερα απαιτητικό πρόβλημα, η Feynman-
Kač formula μας παρέχει (κάτω από κάποιες χαλαρές προϋποθέσvεις) τη μορφή της λύσvης
σvε ῾῾κλεισvτό τύπο᾿᾿. ΄Ετσvι, μπορούμε να μελετήσvουμε ευκολότερα, ασvυμπτωτικές ιδιότητες

ΜΔΕ όπως η ευσvτάθεια λύσvης, η έκρηξη λύσvης κ.ά.



Kef�laio 4
O Nìmoc tou Arcsin tou Lévy

Πρόβλεψη είναι η τέχνη του να πεις τι

πρόκειται να συμβεί και στη συνέχεια να εξη-

γήσεις γιατί τελικά δε συνέβη.

Ανώνυμος

Στο Κεφ. 3 δημιουργήθηκε ένα θεωρητικό υπόβαθρο που σvυνδέει τις λύσvεις ΜΔΕ με
την Θεωρία Πιθανοτήτων. Στο κεφάλαιο αυτό θα προσvπαθήσvουμε να εφαρμόσvουμε την

Feynman-Kač formula σvε ένα σvυγκεκριμένο πρόβλημα, κατασvκευάζοντας εκ νέου την
απόδειξη του Mark Kač του γνωσvτού Νόμου του Τόξου Ημιτόνου του Paul Lévy1 (Lévy’s
Arcsin Law). Το ερώτημα που έπρεπε να απαντηθεί ήταν:

Πρόβλημα 4.1.
Ποιά είναι η κατανομή που ακολουθεί η (τυχαία) διάρκεια του χρόνου Tt, που η κίνησvη

Brown περνάει σvτο θετικό ημιάξονα [0, +∞) κατά τη διάρκεια της χρονικής περιόδου [0, t]?

΄Ενα τέτοιο αποτέλεσvμα δεν αποτελεί μόνο ένα όμορφο μαθηματικό πρόβλημα, αλλά όπως

θα δούμε μπορεί να φωτίσvει αρκετά τη διαίσvθησvή μας για την κίνησvη Brown παρέχοντας μια
σvαφή κατανόησvη εμπειρικών φαινομένων και εφαρμογών, τα οποία θα μπορούσvαν διαφορε-

τικά να μοιάζουν αντιφατικά. Η απόδειξή μας θα βασvισvτεί ουσvιωδώς σvτην Feynman-Kač
formula, οδηγώντας έτσvι σvε μια έμμεσvη σvύνδεσvη δύο πεδίων των Μαθηματικών και των
εφαρμογών τους, φαινομενικά άσvχετων μεταξύ τους.

Αρχικά, σvτις §4.1 και §4.2 θα περιγράψουμε το Πρόβλημα και τη σvπουδαιότητά του
ανάγοντάς το σvτη διακριτή περίπτωσvη. Αλλά, ακόμη κι εκεί, τα αριθμητικά αποτελέσvματα

1O Paul Lévy [64] br ke autìn to nìmo tou tìxou hmitìnou gia thn kÐnhsvh Brown kai anafèrjhke svth
svÔndesv  tou me to paiqnÐdi tou nomÐsvmatoc (bl. §4.1). 'Enac genikìteroc oriakìc nìmoc tìxou hmitìnou
gia ton arijmì twn jetik¸n merik¸n ajroisvm�twn sve mia akoloujÐa anexart twn tuqaÐwn metablht¸n
apodeÐqjhke apì touc P. Erdös kaiM. Kač [23] qrhsvimopoi¸ntac mejìdouc Pijanot twn kai Sunduasvtik c
gia èna upèroqo apotèlesvma svth JewrÐa Arijm¸n. Daneizìmenoi èna svqìlio tou W. Feller [24] << h
tìsvo eureÐa efarmog  tou teleutaÐou oriakoÔ nìmou èmoiaze ekeÐnh thn epoq  [1947] musvthri¸dhc, all�
di�foroi majhmatikoÐ, me apokorÔfwma ton E. Sparre Andersen, èdeixan ìti pollèc ptuqèc thc jewrÐac
ajroisvm�twn anexart twn tuqaÐwn metablht¸n  tan kajar� svunduasvtik c fÔsvewc. Oi arqikèc apodeÐxeic
 tan apÐsvteuta polÔplokec, all� q�raxan nèouc drìmouc svthn èreuna kai  dh èqoun aplopoihjeÐ kat�
polÔ.>>

Κ. Στούρας, Πιθανοθεωρητική Επίλυση Μερικών Διαφορικών Εξισώσεων και η

Αναπαράστασή τους μέσω Path Integrals. Εφαρμογή σε μοντέλα επιτοκίων.
Διπλωματική Εργασvία

c© Εθνικό Μετσvόβιο Πολυτεχνείο, 2010

mailto:kstouras@gmail.com
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είναι εξίσvου δυσvνόητα (βλ.Παράδειγμα 4.11). ΄Επειτα, κάνουμε αναλυτικά την απόδειξη της
λύσvης με τη βοήθεια των path integrals. Τα θεωρητικά αποτελέσvματα έχουν ενισvχυθεί από
πληθώρα παραδειγμάτων και αριθμητικών υπολογισvμών.

4.1 To ideatì paiqnÐdi tou nomÐsvmatoc kai h svÔndesv  tou

me tic svtoqasvtikèc anelÐxeic

Η κλασvική περιγραφή αυτού του παιχνιδιού θεωρεί δύο φαντασvτικούς παθιασvμένους χαρ-

τοπαίκτες, τον Γιώργο και τον Αλέξανδρο, τους οποίους τους αρέσvει να σvτοιχηματίζουν σvε

ό,τι βρουν. ΄Ετσvι, παίζουν το ακόλουθο παιχνίδι:

Ο παίκτης Α (Αλέξανδρος) σvτρίβει ένα (δίκαιο) νόμισvμα. Αν το αποτέλεσvμα

έρθει κεφαλή, τότε ο Α δίνει BC1 σvτον Γ (Γιώργος). Αν το αποτέλεσvμα έρθει
γράμματα, τότε ο Γ δίνει BC1 σvτον Α.

Υποθέτουμε ότι και οι δύο παίκτες έχουν πολλά χρήματα ως αρχικό κεφάλαιο, ώσvτε να

μπορούν να παίξουν αυτό το παιχνίδι αρκετές φορές. Αν μοντελοποιήσvουμε το προηγούμενο

παιχνίδι, θεωρούμε τις ανεξάρτητες τ.μ. Zi, i = 1, 2, . . . με κατανομή

Zi =

+1, με πιθανότητα p ≡ 0.5

−1, με πιθανότητα q = 1− p ≡ 0.5
(4.1)

Αν θεωρήσvουμε ότι +1 σvυμβολίζει το ενδεχόμενο να έρθει κεφαλή και −1 γράμματα, τότε
η σv.α. (τυχαίος περίπατος) {Sn}n≥1 με

Sn := Z1 + Z2 + Z3 + . . .+ Zn, S0 := 0

μπορεί να θεωρηθεί ότι σvυμβολίζει το τελικό κέρδος (αν είναι θετικό), ή την τελική ζημία

(αν είναι αρνητικό) του Γιώργου μετά από n-διαδοχικές επαναλήψεις του παιχνιδιού (ρίψεις

του νομίσvματος). Το Sn ισvούται, σvυνεπώς, με το πόσvες (περισvσvότερες ή λιγότερες) ήταν οι

κεφαλές από τα γράμματα κατά την έκβασvη της n-ρίψης. Η ακολουθία S1, S2, S3, . . . ,Sn
αναπαρισvτά τις διαδοχικές αθροισvτικές απολαβές του Γιώργου. Θα δειχθεί σvτη σvυνέχεια ότι

οι τελευταίες υπόκεινται σvε τυχαίες διακυμάνσvεις μιας εντελώς μη αναμενόμενης μορφής.

Αυτή η διαισvθητική γλώσvσvα του τζόγου δεν πρέπει να αποσvπάσvει την προσvοχή του

αναγνώσvτη από τη γενική σvημασvία του μοντέλου της ρίψης του νομίσvματος. Στην πραγ-

ματικότητα, το μοντέλο μπορεί να αποτελέσvει μια πρώτη προσvέγγισvη πολλών, πολυπλοκότε-

ρων εξαρτώμενων από την τύχη διαδικασvιών της Φυσvικής, των Οικονομικών, της Βιολογί-

ας, του κλάδου των Ασvφαλίσvεων, αλλά και των Παιδαγωγικών·για να αναφέρουμε μερικές
μόνο από αυτές. Ποσvότητες, όπως η ενέργεια ενός φυσvικού σvωματιδίου, ο πλούτος ή ο

δανεισvμός μιας χώρας, η εξέλιξη ενός πληθυσvμού μικροβίων, τα αποθεματικά ενός ασvφαλι-
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σvτικού ταμείου, ή η σvυνολική εκμάθησvη ενός παιδιού2 μπορεί να θεωρηθούν ότι μεταβάλ-

λονται ως σvυνέπεια διαδοχικών εκβάσvεων τυχαίων ποσvοτήτων κάποιου είδους.

Ως μια πρώτη προσvέγγισvη, υποθέτει κανείς ότι κάθε μια μεταβολή είναι ίσvου μεγέθους,

και ότι το πρόσvημο αυτής κυβερνάται από το νόμο του παιχνιδιού του νομίσvματος. Πιο

εκλεπτυσvμένα μοντέλα λαμβάνουν υπόψη τους, σvτη σvυνέχεια, ότι οι μεταβολές τους και

οι πιθανότητές τους διαφοροποιούνται και αυτές μεταξύ των διαφορετικών πειραμάτων, αλ-

λά ακόμα και το απλό μοντέλο της ρίψης ενός δίκαιου νομίσvματος οδηγεί σvε εκπληκτικά,

σvτην πραγματικότητα σvοκαρισvτικά, αποτελέσvματα. Τα τελευταία έχουν μεγάλη πρακτική

χρησvιμότητα, επειδή δείχνουν ότι, σvε αντίθεσvη με τη γενικά αποδεκτή άποψη, οι νόμοι

που κυβερνούν μια μεγάλη σvειρά μεμονωμένων παρατηρήσvεων-πειραμάτων θα έχουν τελικά

τάσvεις και μέσvες τιμές πολύ απομακρυσvμένες από αυτές που σvυμπεραίνονται για ολόκληρο

τον πληθυσvμό. Με άλλα λόγια, πρόσvφατα, δημοφιλή ψυχολογικά τεσvτ θα οδηγούσvαν

κάποιον να ισvχυρισvτεί ότι σvε έναν πλυθυσvμό ῾῾κανονικών᾿᾿ νομισvμάτων, τα περισvσvότερα,

μεμονωμένα νομίσvματα είναι ῾῾πειραγμένα᾿᾿3.

Συμπερασvματικά, είναι φανερό ότι οι τυχαίες μεταβολές σvτη ρίψη ενός νομίσvματος είναι

τυπικές για πιο γενικές τυχαίες ανελίξεις με αθροισvτικές επιδράσvεις. Παρόλαυτα, μοιάζει

λογικό ότι, αν ακόμα και το απλό παιχνίδι της ρίψης ενός νομίσvματος οδηγεί σvε αποτελέσvμα-

τα που αντίκεινται σvτη διαίσvθησvή μας, το τελευταίο δε μπορεί πλέον να είναι ένας αξιόπισvτος

῾῾οδηγός᾿᾿ σvε πιο πολύπλοκες περιπτώσvεις.

4.2 H diakrit  perÐptwsvh: tuqaÐoc perÐpatoc

Κατά τους σvυμβολισvμούς της §4.1, για μια γεωμετρική περιγραφή του παιχνιδιού του νομί-
σvματος μέσvω τις γλώσvσvας των Στοχασvτικών Ανελίξεων, είναι βολικό να προσvποιηθούμε

ότι οι ρίψεις διεξάγονται διαδοχικά κατά έναν ομοιόμορφο ρυθμό, έτσvι ώσvτε η n-οσvτή ρίψη

να σvυμβαίνει σvτην εποχή4 n. Τα διαδοχικά μερικά αθροίσvματα S1, S2, S3, . . . ,Sn θα ανα-
παρίσvτανται ως σvημεία σvτον κάθετο x-άξονα·θα καλούνται οι θέσvεις ενός ῾῾σvωματιδίου᾿᾿
που πραγματοποιεί έναν τυχαίο περίπατο. Παρατηρήσvτε ότι το σvωματίδιο κινείται σvε μονα-

διαία βήματα κάθε φορά, πάνω ή κάτω σvε μια γραμμή (χρόνος). Μια διαδρομή (path)
αναπαρισvτά μία από τις δυνατές πραγματοποιήσvεις μιας τέτοιας κίνησvης. Για παράδειγμα, η

διαδρομή (πορεία) του παιχνιδιού σvτην Εικόνα 4.1 από την εποχή 0 σvτην εποχή 100 αποτελεί
υπολογισvτική προσvομοίωσvη ενός τυχαίου περιπάτου 100 βημάτων.

Κάθε διαδρομή μήκους κ μπορεί να ερμηνευτεί ως μια πραγματοποίησvη ενός τυχαίου

2Bl.Par�deigma 4.5 parak�tw.

3Bl.Par�deigma 4.4 parak�tw.

4Akolouj¸ntac thn orologÐa tou J. Riordan kai tou W. Feller, h lèxh epoq  qrhsvimopoieÐtai gia na
svumbolÐsvei svhmeÐa svton �xona tou qrìnou, epeid  k�poia svuggr�mmata qrhsvimopoioÔn touc enallaktikoÔc
ìrouc (ìpwc svtigm , qrìno, qronikì svhmeÐo) me diaforetik� no mata. 'Opote qrhsvimopoihjeÐ majhmatik�,
h lèxh <<qrìnoc>> ja anafèretai sve èna di�svthma   sve mia di�rkeia. 'Ena fusvikì peÐrama mporeÐ na diarkèsvei
k�poio qrìno, all� ta nohtik� peir�mata pou qrhsvimopoioÔme ed¸ eÐnai ideat� kai svunep¸c �qrona kai
svumbaÐnoun kat� epoqèc.
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Αλγόριθμος 4.1 Κώδικας σvε Mathematica προσvομοίωσvης του παιχνιδιού του νομίσvμα-
τος.

περιπάτου. Υπάρχουν 2κ τέτοιες διαδρομές, και σvυνεπώς αποδίδουμε πιθανότητα 2−κ σvτο
καθένα. Στη περίπτωσvη του παιχνιδιού που θεωρήσvαμε πρόκειται για σvυμμετρικό τυχαίο

περίπατο, γιατί σvτον ορισvμό (4.1) των Zi ισvχύει p = q = 0.5 (θεωρήσvαμε δίκαιο νόμισvμα).

Για μεγαλύτερο πειραματισvμό υλοποιήσvαμε με το υπολογισvτικό πακέτο Mathematica
διάφορα γνωσvτά αποτελέσvματα της θεωρίας των Στοχασvτικών ανελίξεων μέσvω ενός GUI
(Graphic User Interface) για το υποθετικό μας παιχνίδι. Τρέχοντας τον Αλγ. 4.1 προέκυψαν
οι εικόνες της σvελ. 74. Συγκεκριμένα, σvτην πρώτη εικόνα προσvομοιώσvαμε 100 παιχνίδια,
με αρχικό κεφάλαιο για τον Γιώργο BC100 και για τον Αλέξανδρο BC400. Παρατηρούμε ότι
η πιθανότητα νίκης του Γιώργου είναι 0.2 (αρκετά μεγάλη) και ότι ο αναμενόμενος αριθμός
παιχνιδιών μέχρι να τα χάσvει όλα ή να νικήσvει σvε 100 παιχνίδια ο Γιώργος, είναι 40, 000
(παιχνίδια). Τελικά, το αποτέλεσvμα του παιχνιδιού ήταν ότι και οι δύο παίκτες έπαιξαν το
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παιχνίδι και δεν έχασvε κανένας πλήρως τα χρήματά του. Αντίθετα, σvτην δεύτερη εικόνα

προσvομοιώσvαμε 500 παιχνίδια, με αρχικό κεφάλαιο για τον Γιώργο BC30 και για τον Αλέξαν-
δρο BC10, 000. Παρατηρούμε ότι η πιθανότητα νίκης του Γιώργου είναι 0.00299103 (πολύ
μικρότερη, σvχεδόν μηδενική) και ότι ο αναμενόμενος αριθμός παιχνιδιών μέχρι να τα χάσvει

όλα ή να νικήσvει σvε 500 παιχνίδια ο Γιώργος, είναι 300, 000 (παιχνίδια). Τελικά, το αποτέ-
λεσvμα του παιχνιδιού ήταν ότι σvε 117 παιχνίδια ο Γιώργος έχει χάσvει όλα του τα χρήματα

και επομένως το παιχνίδι σvταματάει με S117 = 0.
΄Ομως όλα αυτά είναι λίγο πολύ γνωσvτά από το μάθημα των Στοχασvτικών Ανελίξε-

ων·εμείς αναζητούμε την κατανομή του τυχαίου χρόνου που ο παίκτης Γ κερδίζει (ή, αντί-
σvτοιχα, ο παίκτης Α χάνει). Ο Feller [24] μας εφοδιάζει με τα ακόλουθα λήμματα, που
αποτελούν και τον πυρήνα των θεωρημάτων που θα ακολουθήσvουν.

Λήμμα 4.2.
Η πιθανότητα ο παίκτης Γ να μη φτάσvει σvτο αρχικό του κεφάλαιο μέχρι και την εποχή 2n
είναι η ίδια με την πιθανότητα ο παίκτης Γ να φτάσvει σvτο αρχικό του κεφάλαιο σvτην εποχή

2n. Συμβολικά

u2n := P [S2 6= 0, . . . ,S2n 6= 0] = P [S2n = 0] =
(

2n
n

)
2−2n (4.2)

Λήμμα 4.3 (Κατανομή πιθανότητας πρώτης ισοπαλίας για τον παίκτη Γ).
Η πιθανότητα ο παίκτης Γ να φτάσvει σvτο αρχικό του κεφάλαιο για πρώτη φορά σvτην

εποχή 2n δίνεται από

f2n := P [S2 6= 0 , . . . , S2n−2 6= 0, S2n = 0] =
(

2n− 2
n− 1

)
2−2n−2 −

(
2n
n

)
2−2n

=
1

2n− 1

(
2n
n

)
2−2n

=
1

2n− 1 u2n

(4.3)

Η εξ. (4.3) σvυνεπάγεται ότι ∑∞n=1 f2n = 1. Το τελευταίο ερμηνεύεται ως ότι μια τελική
ισvοπαλία κερδών και ζημίας του Γιώργου (δηλαδή ο Γιώργος έχει φτάσvει σvτο αρχικό

του κεφάλαιο) γίνεται πρακτικώς βέβαιη εάν το παιχνίδι επαναληφθεί κατάλληλα πολλές

φορές. Αυτό είναι διαισvθητικά αναμενόμενο, εκτός του μη αναμενόμενα μεγάλου αριθ-

μού επαναλήψεων που απαιτούνται για να επιτευχθεί αυτή η βεβαιότητα σvτην πράξη. Για

παράδειγμα, ως ένα πρώτο υπολογισvμό, η πιθανότητα να μη φτάσvει σvτο αρχικό του κεφάλαιο

ο παίκτης μας σvε 100 ρίψεις του νομίσvματος είναι περίπου 0.08!
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Εικ. 4.1 Υπολογισvτική προσvομοίωσvη με το Mathematica του παιχνιδιού του νομίσvματος.
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4.2-1 TeleutaÐa dunat  isvopalÐa kerd¸n-zhmÐac kai makrèc perÐodoi

kerd¸n

΄Εχοντας κατά νου την προηγούμενη μαθηματική μοντελοποίησvη είμασvτε έτοιμοι για μια

πιο ενδελεχή ανάλυσvη της φύσvης των τυχαίων μεταβολών του τυχαίου περιπάτου (είμασvτε

ακόμα σvτη διακριτή περίπτωσvη). Τα αποτελέσvματα είναι τρομακτικά! Σύμφωνα με την

ευρέως διαδεδομένη άποψη, ένας επονομαζόμενος διαισvθητικός νόμος ῾῾του μέσvου όρου᾿᾿

θα διασvφάλιζε ότι, εάν επαναλάβουμε πάρα πολλές φορές το παιχνίδι της ρίψης νομίσvματος,

κάθε παίκτης θα βρίσvκεται σvτην περιοχή των κερδών για περίπου το μισvό χρόνο, και ότι η

νίκη, δηλαδή η κατάσvτασvη σvτην οποία ένας παίκτης κερδίζει, θα περνά σvυχνά από τον έναν

παίκτη σvτον άλλο.

΄Εσvτω ότι επαναλαμβάνουμε ένα μεγάλο αριθμό ιδεατών παιχνιδιών ρίψης νομίσvματος,

το καθένα αποτελούμενο από 2n ρίψεις. Επιλέγουμε ένα σvτη τύχη και παρατηρούμε την
εποχή της τελευταίας ισvοπαλίας (δηλαδή, τον αριθμό της τελευταίας ρίψης σvτην οποία οι

ως τότε αριθμοί κεφαλών και γραμμάτων είναι ίσvοι). Αυτός ο αριθμός είναι άρτιος, και τον

σvυμβολίζουμε ως 2κ, με 0 ≤ κ ≤ n. Συχνές εναλλαγές της περιόδου νίκης θα σvυνεπάγονται
ότι το κ είναι κοντά σvτο n, αλλά αυτό, όπως θα δούμε, δεν ισvχύει.

Στην πραγματικότητα, το επόμενο Θεώρημα 4.6 αποκαλύπτει το απίσvτευτο (?) γεγονός
ότι η (διακριτή) κατανομή του κ είναι σvυμμετρική, με την έννοια ότι η κάθε τιμή του κ έχει

την ίδια πιθανότητα με του n− κ. Αυτή η σvυμμετρία σvυνεπάγεται ότι οι ανισvότητες κ > n
2

και κ < n
2 είναι εξίσvου πιθανές

5. Με πιθανότητα 1
2 ο παίκτης Γ δε φτάνει ποτέ σvτο αρχικό

του κεφάλαιο σvτο δεύτερο μισvό του παιχνιδιού, ανεξαρτήτως του χρόνου του παιχνιδιού.

Επιπρόσvθετα, οι πιθανότητες κοντά σvτα άκρα του παιχνιδιού είναι οι μεγαλύτερες·οι πιο
πιθανές τιμές για το κ είναι οι ακραίες τιμές 0 και n. Τα αποτελέσvματα αυτά δείχνουν
ότι η διαίσvθησvη δημιουργεί πολλές φορές μια εσvφαλμένη εικόνα για την φύσvη των τυχαίων

μεταβολών μιας σvτοχασvτικής ανέλιξης. ΄Ισvως, μερικοί αριθμητικοί υπολογισvμοί να είναι

περισvσvότερο διαφωτισvτικοί (βλ. [24]).

Παράδειγμα 4.4.
Ας υποθέσvουμε ότι διεξάγονται πάρα πολλά ιδεατά παιχνίδια ρίψης νομίσvματος ένα το

δευτερόλεπτο, μέρα-νύχτα, για ένα ολόκληρο χρόνο. Κατά μέσvον όρο, σvε ένα σvτα δέκα

παιχνίδια η τελευταία δυνατή ισvοπαλία κερδών-ζημίας του παίκτη Γ θα σvυμβεί πριν περάσvουν

9 μέρες, και ο παίκτης που θα κερδίζει, θα σvυνεχίσvει να κερδίζει για τις επόμενες 356 μέρες.
Επιπρόσvθετα, σvε μία σvτις είκοσvι περιπτώσvεις η τελευταία δυνατή ισvοφάρισvη θα σvυμβεί μέσvα

σvε 2.24 μέρες και τέλος, σvε μία σvτις εκατό, μόνο, περιπτώσvεις θα σvυμβεί μέσvα σvτις πρώτες
2 ώρες και 10 λεπτά. �

5<<H svummetrÐa thc katanom c tou κ brèjhke empeirik� arqik� me th bo jeia twn upologisvt¸n kai
pisvtopoi jhke jewrhtik� qwrÐc gn¸svh thc epakriboÔc katanom c>>[24]. Gia perisvsvìtera blèpe to �rjro
twn D. Blackwell, P. Dewel, kai D. Freedman, Ann. Math. Statist., 35:1344, 1947.
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Το Παράδειγμα 4.4 μας λέει ότι αν ένας παίκτης κερδίζει, θα σvυνεχίσvει να κερδίζει για
πολύ παραπάνω χρόνο από ότι (διαισvθητικά) θα αναμέναμε·οι παρεχόμενες αριθμητικές
τιμές προέκυψαν από τον Πίνακα 4.3, σvελ. 87. Το επόμενο παράδειγμα είναι από τον χώρο
της θεωρίας εκμάθησvης.

Παράδειγμα 4.5.
Ας υποθέσvουμε ότι διεξάγεται ένα πείραμα σvε παιδιά διάρκειας ενός έτους για τη διερεύ-

νησvη της δυνατότητας εκμάθησvης αυτών. ΄Εσvτω ότι ένα παιδί μένει σvυνεχώς πίσvω (υσvτερεί)

από τα υπόλοιπα εκτός, ίσvως, από την αρχική εβδομάδα. ΄Ενα άλλο παιδί είναι σvυνεχώς

῾῾μπροσvτά᾿᾿ από τα υπόλοιπα εκτός, πιθανώς, της τελευταίας εβδομάδας. Θα πρέπει τα δύο

παιδιά να κριθούν με ίσvους όρους; Ακόμη, έσvτω ότι μια ομάδα 11 παιδιών υποβάλλεται σvε
ένα παρόμοιο πείραμα που δεν περιέχει νοημοσvύνη, αλλά μόνο τύχη (δηλαδή είναι τυχαίο

ποιό παιδί θα μάθει τα περισvσvότερα). Τότε ένα παιδί σvτα έντεκα θα μαθαίνει τα περισvσvότερα

για όλες τις βδομάδες του έτους, εκτός από μία, και ένα άλλο θα μαθαίνει τα λιγότερα από

όλα τα παιδιά για όλες τις εβδομάδες του έτους, εκτός από μία. �

Οι ακριβείς πιθανότητες για τις πιθανές τιμές του κ δίνονται από το επόμενο αποτέλεσvμα.

Θεώρημα 4.6 (Νόμος του Arcsin για την τελευταία ισοπαλία κερδών-ζημίας).
Η πιθανότητα ότι μέχρι και την εποχή 2n η τελευταία ισvοπαλία κερδών-ζημίας του παίκτη
Γ να σvυμβεί την εποχή 2k δίνεται από

α2κ,2n := u2κu2n−2κ =

(
2κ
κ

)(
2n− 2κ
n− κ

)
2−2n κ = 0, 1, . . . , n (4.4)

Απόδειξη. Ενδιαφερόμασvτε ουσvιασvτικά για τους τυχαίους περιπάτους που ικανοποιούν τις

σvυνθήκες S2κ = 0 και S2κ+1 6= 0, S2κ+2 6= 0, . . . ,S2n 6= 0. Ο τυχαίος περίπατός μας
ξεκινάει από το Ο(0, 0) και έχει μήκος 2n. Τα πρώτα 2κ σvημεία της κίνησvής του μπορούν
να επιλεχθούν με 22κu2κ τρόπους. Θεωρώντας σvτη σvυνέχεια το σvημείο (2κ, 0) ως νέα αρχή
και χρησvιμοποιώντας την (4.2) από το Λήμμα 4.2 σvυμπεραίνουμε ότι τα υπόλοιπα 2n− 2κ
σvημεία μπορούν να επιλεχθούν με 22n−2κu2n−2κ τρόπους. Διαιρώντας με 2−2n προκύπτει

τελικά η ζητούμενη σvχέσvη (4.4).

Από το Θεώρημα 4.6 προκύπτει ότι οι αριθμοί α2κ,2n σvτην (4.4) αθροίζονται σvτη μονάδα
(ως προς k). Η (4.4) ορίζει λοιπόν την διακριτή κατανομή του τόξου ημιτόνου (arcsin
distribution) τάξης n, επειδή μπορεί να δειχθεί ότι για n→∞ ότι τα α2κ,2n σvυγκλίνουν σvε

μια σvυνάρτησvη του arcsin, η οποία είναι και η απάντησvη σvτο Πρόβλημα 4.1 (βλ.Θεώρημα 4.8
παρακάτω).

Η (διακριτή) κατανομή του κ είναι σvυμμετρική με την έννοια ότι α2κ,2n = α2n−2κ,2n.

Για n = 2 προκύπτουν οι n + 1 = 3 τιμές 3
8 , 2

8 , 3
8·για n = 10 βλ. τον Πίνακα 4.1.

Παρατηρήσvτε ότι ο κέντρικος όρος είναι πάντα ο μικρότερος.
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κ = 0
ή

κ = 10

κ = 1
ή

κ = 9

κ = 2
ή

κ = 8

κ = 3
ή

κ = 7

κ = 4
ή

κ = 6
κ = 5

α2κ,20 0.1762 0.0927 0.0736 0.0655 0.0617 0.0606

Πίνακας 4.1 Διακριτή Arcsin κατανομή τάξης 10.

Η απάντησvη σvτο Πρόβλημα 4.1 για τον τυχαίο περίπατο (διακριτή προσvέγγισvη της κίνησvης
Brown) δίνεται από το ακόλουθο Θεώρημα 4.7 που αποδείχθηκε πρώτα, με πολύπλοκες
μεθόδους, από τους K. L. Chung και W. Feller (Discrete Arcsin Law for sojourn times),
αλλά ο ενδιαφερόμενος αναγνώσvτης μπορεί να βρει μια κομψή, μεταγενέσvτερη απόδειξή του

σvτο [24].

Θεώρημα 4.7 (Νόμος του Arcsin στη διακριτή περίπτωση).
Η πιθανότητα παίζοντας σvυνολικά 2n παιχνίδια, ο παίκτης Γ να κερδίζει6 για 2κ παιχνίδια
και για 2n− 2κ παιχνίδια να χάνει, ισvούται με α2κ,2n.

Αφού έγινε πλήρως κατανοητή, μέσvω της διακριτής περίπτωσvης, η διαισvθητική ερμηνεία

της λύσvης σvτο Πρόβλημα 4.1, καθώς και η σvημασvία αυτού προχωρούμε σvτην απόδειξη για
την σvυνεχή περίπτωσvη, ως μια εφαρμογή των μεθόδων που αναπτύξαμε σvτο Κεφ. 3.

4.3 H svuneq  perÐptwsvh: kÐnhsvh Brown

Κατά τους σvυμβολισvμούς των εννοιών της σvελ. 69, το ακόλουθο αποτέλεσvμα δίνει τη

σvυνάρτησvη κατανομής πιθανότητας του Tt
t :

Θεώρημα 4.8 (Arcsin Law, Lévy, Kač).
΄Εσvτω {Bt}t≥0 μονοδιάσvτατη κ.Β. με B0 := 0 και {Tt}t>0: σv.α. του χρόνου που η

{Bt}t≥0 περνά σvτο θετικό ημιάξονα [0, +∞) κατά τη διάρκεια της περιόδου [0, t] . Τότε,
για κάθε p ∈ [0, 1] και για κάθε t ∈ (0, +∞) η σvυνάρτησvη κατανομής πιθανότητας του Tt

t

δίνεται από τη σvχέσvη

P [Tt ≤ pt] :=
2
π

arcsin√p = 1
π

ˆ p

0

1√
u (1− u)

du (4.5)

6O arijmìc paiqnidi¸n svta opoÐa o paÐkthc G brÐsvketai svthn perioq  kèrdouc eÐnai anagkasvtik� �rtioc.
GiatÐ gia par�deigma, an paÐzoun to paiqnÐdi gia 2n = 4 forèc kai o paÐkthc G nÐkhsve sve mÐa (èsvtw) apì
autèc (κ = 1), tìte brÐsvkontan svthn perioq  kèrdouc gia 2κ = 2 paiqnÐdia: èna svto opoÐo kèrdisve, all�
kai �llo èna svto opoÐo èqasve (ìsva kèrdisve) kai brèjhke p�li me to arqikì tou svtoÐqhma. Epagwgik�, o
isvqurisvmìc autìc isvqÔei gia ìlouc touc fusvikoÔc arijmoÔc κ.
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x A (x) x A (x) x A (x)

0.00 0.000 0.20 0.295 0.40 0.236
0.01 0.064 0.21 0.303 0.41 0.442
0.02 0.090 0.22 0.311 0.42 0.449
0.03 0.111 0.23 0.318 0.43 0.455
0.04 0.128 0.24 0.326 0.44 0.462
0.05 0.144 0.25 0.333 0.45 0.468
0.06 0.158 0.26 0.341 0.46 0.474
0.07 0.171 0.27 0.348 0.47 0.481
0.08 0.183 0.28 0.355 0.48 0.487
0.09 0.194 0.29 0.362 0.49 0.494

0.50 0.500
0.10 0.205 0.30 0.369
0.11 0.215 0.31 0.376
0.12 0.225 0.32 0.383
0.13 0.235 0.33 0.390
0.14 0.244 0.34 0.396
0.15 0.253 0.35 0.403
0.16 0.262 0.36 0.410
0.17 0.271 0.37 0.416
0.18 0.279 0.38 0.423
0.19 0.287 0.39 0.429

Για 1 ≥ x > 0.50 λόγω σvυμμετρίας ισvχύει
A (1− x) = A (x)

Πίνακας 4.2 Η σvυνεχής Arcsin κατανομή A (x) = 2
π arcsin

√
x.

Σε όρους του ιδεατού παιχνιδιού του νομίσvματος της §4.1, το Θεώρημα 4.8 ερμηνεύεται
ως εξής.

Εάν 0 ≤ p ≤ 1, η πιθανότητα ο παίκτης Γ να κερδίζει για pn παιχνίδια και να
χάνει για (1− p)n παιχνίδια τείνει σvτο 2

π arcsin√p, αν το παιχνίδι επαναληφθεί
πάρα πολλές φορές (δηλαδή, καθώς n→∞).

Παρατηρούμε δηλαδή, ότι πρόκειται για το σvυνεχές ανάλογο του νόμου που περιγράφει το

Θεώρημα 4.7.

Σχόλιο 4.9.
΄Ενα έμπειρο μάτι, κοιτώντας την εξ. (4.5) παρατηρεί ότι έχουμε υπολογίσvει και την
σvυνάρτησvη πυκνότητας πιθανότητας (σv.π.π.) για τη διάρκεια του χρόνου Tt, της κίνησvη

Brown. Με τη βοήθεια της R κάνουμε τη γραφική παράσvτασvη αυτής. Η Εικόνα 4.2 ῾῾μιλάει᾿᾿
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

1.0
1.5

2.0
2.5

3.0

x

f (x
)

Εικ. 4.2 Γραφική παράσvτασvη της σv.π.π. f (x) = 1
π

1√
x (1−x)

.

από μόνη της: τα άκρα 0 και 1 έχουν τη μέγισvτη πιθανότητα εμφάνισvης, ενώ η σv.π.π. έχει
ελάχισvτο για p = 0.5. Το γεγονός αυτό έχει κάποιες πολύ ενδιαφέρουσvες σvυνέπειες.
Για το ιδεατό παιχνίδι του νομίσvματος, ο νόμος του Arcsin του Lévy μας λέει ότι:
Κατά τη διάρκεια μιας μακράς περιόδου επαναλήψεων του παιχνιδιού είναι τουλάχισvτον

είκοσvι7 φορές πιθανότερο ένας από τους παίκτες να κερδίζει για το 98% του χρόνου, παρά
από το να κερδίζει για απλώς σvτο 50± 1% του χρόνου.
Αντιγράφοντας ένα σvχόλιο του M. Steele [90], ο νόμος του Arcsin είναι ένα από τα
θεωρητικά γεγονότα που δείχνουν γιατί ῾῾ακόμα και ο πιο δίκαιος κόσvμος μπορεί να φαίνεται

7EÐnai gnwsvtì ìti gia mia t.m. X me sv.p.p. f isvqÔei

P [α ≤ X ≤ β] =
ˆ β

a
f (x) dx

Jètontac α = 0.49, β = 0.501 kai f (x) = 1√
x (1−x)

to Mathematica brÐsvkei

EpÐsvhc, epeid  p1 := P
[
Tt
t > 0.98

]
= 1− P

[
Tt
t ≤ 0.98

]
to Mathematica dÐnei

Tèloc, o lìgoc aut¸n twn pijanot twn eÐnai
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άδικος σvε έναν τυπικό παρατηρητή᾿᾿.

Επιπρόσvθετα, ῾῾τρέχοντας᾿᾿ μια επανάληψη σvτοMathematica κατασvκευάσvαμε τον Πίνακα 4.2.
Προτού όμως προχωρήσvουμε, χρειαζόμασvτε ένα ακόμη αποτέλεσvμα.

Λήμμα 4.10.
Για κάθε r > 0 ισvχύει

I (r) :=
ˆ ∞

0

e−rt√
t

dt =
√
π

r
(4.6)

Απόδειξη. Παρατηρούμε ότι ο ορισvμός της σvυνάρτησvης Γάμμα για x > 0

Γ (x) :=
ˆ ∞

0
e−t tx−1dt (4.7)

για t = u2 γράφεται

Γ (x) = 2
ˆ ∞

0
e−u

2
u2x−1du (4.8)

Συνεπώς, ο τύπος (4.6) είναι της μορφής (4.8) για x = 1
2 , δηλαδή

I (r) ≡ Γ
(1

2

)
· 1√

r
= 2
ˆ ∞

0
e−u

2du · 1√
r

=

√
π

r

Η απόδειξη που ακολουθεί βασvίζεται σvτις υποδείξεις του Durrett [22] και του Kuo [63],
αλλά έγινε εδώ αναλυτικότερα.

Απόδειξη στο Θεώρημα 4.8. Παρατηρούμε ότι η τ.μ. Tt γράφεται ως

Tt =

ˆ t

0
1{Bs>0}ds (4.9)

Επίσvης, θέτοντας c (x) := −r · 1{x>0} (με r ≥ 0, σvταθερά) 8 βρίσvκουμε

−rTt =
ˆ t

0
c (Bs) ds

Θεωρώντας σvτη μονοδιάσvτατη εκδοχή της Feynman-Kač formula (3.37), f (x) := 1 και c
όπως προηγουμένως, έχουμε

u (x, t) = E

[
exp

(
−r
ˆ t

0
1{Bs≥0}ds

)]

= E

[
exp

(ˆ t

0
c (x+Bs) ds

)] (4.10)

8Prìkeitai gia exoudeterwmènh (killed) kÐnhsvh Brown me svtajerì rujmì exoudetèrwsvhc (killing rate)
r ≥ 0. Bl. kai §3.1-1.
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με την προϋπόθεσvη ότι u (x, t) είναι η μοναδική λύσvη σvτο Πρόβλημα Αρχικών Τιμών (ΠΑΤ)

ut (x, t) = 1
2uxx (x, t)− r · 1{x>0} u (x, t) σvτο R× (0, +∞) (a)

u : σvυνεχής σvτο R× [0, +∞) με

u (x, 0) = 1, ∀x ∈ R
(b)

(4.11)

Δε κάναμε τίποτα άλλο από το να μεταφράσvουμε τα δεδομένα μας σvε όρους της μεθοδολογί-

ας της §3.4. Επομένως, θα λύσvουμε το Πρόβλημα 4.11 με την κλασvική προσvέγγισvη του
μετασvχηματισvμού Laplace και βασvιζόμενοι σvτις αποδείξεις του Κεφ. 3 θα επαληθεύσvουμε
ότι η λύσvη u (x, t) σvτην (4.11) σvυμπίπτει με την ζητούμενη πυκνότητα του τόξου εφαπτο-
μένης. Στην πραγματικότητα ισvχύει ότι u (x, t) ≡ E

[
e−rTt

]
.

Ουσvιασvτικά, η 4.11(α) είναι δύο εξισvώσvεις:

ut (x, t) =


1
2uxx (x, t)− r · u (x, t) για x > 0
1
2uxx (x, t) για x < 0

και η αρχική σvυνθήκη 4.11(β) υπονοεί ότι

u
(
x, 0+

)
= 1

όπου u (x, 0+) σvυμβολίζει το όριο της u (x, t) καθώς το t πλησvιάζει το 0 από τα θετικά.
Χρησvιμοποιώντας μετασvχηματισvμό Laplace (Ορισμός 1.32) και κατά τους σvυμβολισvμούς
της §1.3-3 έχουμε ότι για α > 0(

L
d
dtu (x, ·)

)
(α) :=

ˆ ∞
0

e−αtut (x, t) dt

=
[
e−αtut (x, t)

]∞
0
+ α

ˆ ∞
0

e−αtu (x, t) dt

= −1 + αL u (x, t)
= −1 + α û (x, α)

και για τον μετασvχηματισvμό Laplace της uxx για α > 0

(L uxx (x, ·)) (α) :=
ˆ ∞

0
e−αt

∂2

∂x2u (x, t) dt

=
∂2

∂x2

ˆ ∞
0

e−αtu (x, t) dt

=
∂2

∂x2 L u (x, t)

= ûxx (x, α)

΄Ετσvι, η ΜΔΕ (4.11) μετασvχηματίζεται σvτην απλούσvτερη, Συνήθης Διαφορική Εξίσvωσvη
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(Δ.Ε.)

ûxx (x, α) =

2 (α+ r) û (x, α)− 2 για x > 0

2r û (x, α)− 2 για x < 0
(4.12)

Αυτές οι δύο εξισvώσvεις έχουν μερικές λύσvεις 1
α+r και

1
α αντίσvτοιχα. Λύνουμε την (4.12),

θεωρώντας πρώτα την ομογενή του πρώτου σvκέλους

ûxx (x, α)− 2 (α+ r) û (x, α) = 0 (4.13)

με χαρακτηρισvτική εξίσvωσvη:

X (κ) = 0⇐⇒

κ2 − 2 (α+ r) = 0⇐⇒

κ=±
√

2 (α+ r)

Η θετική ρίζα πρέπει να απορριφθεί, γιατί η αντίσvτοιχη εκθετική σvυνάρτησvη θα πηγαίνει

σvτο +∞ καθώς x→ +∞. Από την άλλη, θεωρώντας την ομογενή εξίσvωσvη του δευτέρου
σvκέλους της (4.12) βρίσvκουμε τις ακόλουθες δύο ρίζες σvτη χαρακτηρισvτική εξίσvωσvη:

κ=±
√

2r

Σε αυτή την περίπτωσvη η αρνητική ρίζα πρέπει να απορριφθεί, γιατί η αντίσvτοιχη εκθετική

σvυνάρτησvη θα πηγαίνει σvτο +∞ καθώς x→ −∞. ΄Αρα η (4.13) έχει λύσvη της μορφής

ûOMOG (x, α) =

C0 exp
(
−x

√
2 (α+ r)

)
για x > 0

C1 exp
(
x
√

2α
)

για x < 0

Δηλαδή η εξίσvωσvη (4.11) έχει τελικά λύσvη της μορφής9

û (x, α) =

C0 exp
(
−x

√
2 (α+ r)

)
+ 1

α+r για x > 0

C1 exp
(
x
√

2α
)
+ 1

α για x < 0
(4.14)

με C0, C1: προσvδιορισvτέες σvταθερές ολοκλήρωσvης. Μόλις οι σvταθερές αυτές έχουν υπολο-

γισvτεί, θα έχουμε αποδείξει την ύπαρξη λύσvης σvτο ΠΑΤ (4.11). Τότε, η μοναδικότητα της
λύσvης έπεται άμεσvα λόγω της μοναδικότητας λύσvης της Δ.Ε. (4.12) και της μοναδικότητας
του μετασvχηματισvμού Laplace (Θεώρημα 1.35, σvελ. 20).

Απαιτώντας για τη λύσvη u (x, α) σvτο Πρόβλημα 4.11, u ∈ C2,1 δημιουργούνται οι

9IsvqÔei
û (x, α) = ûOMOG (x, α) + ûMERIKH (x, α) .
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ακόλουθες δύο αρχικές σvυνθήκες:

u
(
0+, t

)
= u

(
0−, t

)
(α)

ux
(
0+, t

)
= ux

(
0−, t

)
(β)

Συνεπώς, ο μετασvχηματισvμός Laplace, û, πρέπει επίσvης να ικανοποιεί τις ακόλουθες δύο
(κρυμμένες) αρχικές σvυνθήκες της (4.12):

û
(
0+, α

)
= û

(
0−, α

)
(α)

ûx
(
0+, α

)
= ûx

(
0−, α

)
(β)

(4.15)

Αυτές οι εξισvώσvεις θα μας δώσvουν τις τιμές των ζητούμενων σvταθερών. Κατά τον υπολο-

γισvμό των αντίσvτοιχων ορίων σvτην (4.14), παρατηρούμε ότι η 4.15(α) σvυνεπάγεται ότι

1
α+ r

+C0 =
1
α
+C1 (4.16)

και η 4.15(β) μας δίνει
−C0

√
2 (α+ r) = C1

√
2α (4.17)

Από την (4.17) βρίσvκουμε

C1 = −C0

√
2 (α+ r)
√

2α
(4.18)

Αντικαθισvτώντας την (4.18) σvτην (4.16) παίρνουμε:

C0 =
1
α − 1

α+r

1 +
√

2(α+r)√
2α

=

r
α(α+r)

√
2α+
√

2(α+r)√
2α

=
r√

α (α+ r)
(√
α+
√
α+ r

)
=

√
α+ r−√α√
α (α+ r)

(4.19)

Λόγω της (4.19) η (4.18) γίνεται:

C1 =

√
α−√α+ r

α
√
α+ r

(4.20)

Από τις (4.19), (4.20) η (4.14) έχει λυθεί και επειδή μας ενδιαφέρει μόνο η τιμή û (0+, α),
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από το δεύτερο σvκέλος αυτής βρίσvκουμε

û
(
0+,α

)
=

ˆ ∞
0

e−αtu (0, t) dt

=
XXXX
√
α+ r+

√
α−XXXX
√
α+ r

α
√
α+ r

=
1√

α (α+ r)

(4.21)

Ο προηγούμενος τύπος είναι αρκετά απλός10 και όλα μοιάζουν ότι η απόδειξη θα έχει

ολοκληρωθεί σvε λίγες μόλις γραμμές.

Στη σvυνέχεια παρατηρούμε ότι ο νόμος του Arcsin υπαγορεύει ότι η Ttt θα έχει την σv.κ.π.
του Arcsin σvτο [0, 1] και ότι αυτό είναι ισvοδύναμο11 με το να δείξουμε ότι η Tt έχει την
σv.κ.π. του Arcsin σvτο [0, t]. Επομένως, σvε όρους μετασvχηματισvμού Laplace, αρκεί να
δείξουμε ότι12

E
[
e−rTt

]
=

1
π

ˆ t

0

e−rs√
s (t− s)

ds (4.22)

Εφαρμόζοντας μετασvχηματισvμό Laplace σvτην (4.22) κατά μέλη, παίρνουμε
ˆ ∞

0
E
[
e−rTt

]
dt = 1

π

ˆ ∞
0

ˆ t

0

e−rs√
s (t− s)

dsdt (4.23)

Το αρισvτερό μέλος της (4.23) δεν είναι παρά ο L (Tt), δηλαδή δίνεται από την (4.21) και,
σvυνεπώς, μένει να δείξουμε ότι

1
α
√
α+ r

=
1
π

ˆ ∞
0

ˆ t

0

e−rs√
s (t− s)

ds dt (4.24)

Ευτυχώς για μας, το ολοκλήρωμα του δεξιού μέλους είναι εύκολο να υπολογισvτεί, και

10H (4.21) lìgw svunèlixhc svunep�getai epÐsvhc, ìti

u (0, t) ≡
(
L−1û

(
0+, ·

))
(t) =

1
π

ˆ t

0

1√
t− s

e−rs
1√
s

ds

11IsvqÔei

P
[
Tt
t
≤ θ
]
≡ P [Tt ≤ θ t] ∀ θ ∈ [0, 1]

12ParathroÔme ìti isvqÔei
L (Tt) = u (0, t) .
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εφαρμόζοντας το Θεώρημα Fubini αλλά και το Λήμμα 4.10 βρίσvκουμε τελικά

1
π

ˆ ∞
0

e−rs√
s

ˆ ∞
s

e−αt√
t− sdt ds = 1

π

ˆ ∞
0

e−rs√
s

ˆ ∞
0

e−α(t+s)√
t

dt ds

=
1
π

ˆ ∞
0

e−(t+α)s√
s

ds
ˆ ∞

0

e−αt√
t

dt

=
1
�π

√
�π

α+ r

√
�π

α

=
1√

α (α+ r)

(4.25)

Η (4.25) επαληθεύει την ισvχύ της (4.22). Η τελευταία σvυνεπάγεται ότι η τυχαία μεταβλητή
Tt
t έχει σv.π.π.

f (u) =


1
π

1√
u(t−u)

, 0 < u < t

0, αλλού

Συνεπώς, για 0 < u < t έχουμε

P

[
Tt
t
≤ p

]
=

1
π

ˆ p

0

1√
u (1− u)

du

Με μια απλή αλλαγή μεταβλητών u = ty2 βρίσvκουμε

P

[
Tt
t
≤ p

]
=

2
π

ˆ √p
0

1√
1− y2 dy

=
2
π

arcsin√p

Επομένως, η απόδειξη του Kač σvτο Νόμο του Arcsin (εξ. 4.5) για τη σvυνεχή περίπτωσvη
της κίνησvης Brown έχει ολοκληρωθεί.

4.3-1 Merikèc akìmh efarmogèc

Σαφέσvτατα, δεν υπάρχει καλύτερος επίλογος για αυτό το κεφάλαιο από μερικούς ακόμη

αριθμητικούς υπολογισvμούς ως εφαρμογή του τύπου (4.5).

Παράδειγμα 4.11.
(α) Από τον Πίνακα 4.1 είναι φανερό ότι η πιθανότητα για 10 επαναλήψεις του παιχνιδιού
(ρίψεις του νομίσvματος) ένας από τους παίκτες (ο Γιώργος) να σvυνεχίσvει να κερδίζει για

όλη τη διάρκεια του παιχνιδιού είναι 0.352 (= 0.1762× 2). Η πιθανότητα ο πιο τυχερός
παίκτης (ο Αλέξανδρος) να κερδίζει 8 φορές ή περισvσvότερες είναι 0.685. Το τελευταίο
προκύπτει χρησvιμοποιώντας ότι η α2κ,2n είναι μια διακριτή σv.π.π., και σvυνεπώς

P [2κ > 16] = 0.1762× 2 + 0.0927× 2 + 0.0736× 2 = 0.685
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Εικ. 4.3 Μια πραγματοποίησvη της κίνησvης Brown.

Είναι, επίσvης, εκπληκτική η προσvέγγισvη 0.704, που δίνει το Mathematica χρησvιμοποιώντας
το Θεώρημα 4.8 για p := 16

20 ≡ 0.8:

Η πιθανότητα κάθε παίκτης να νικάει για σvυνολικά 10 από τα 20 παιχνίδια είναι μόλις
0.061 (βλ.Πίνακα 4.1).
(β) ΄Εσvτω ότι ο αριθμός των επαναλήψεων του παιχνιδιού είναι μεγάλος. Με πιθανότητα

0.20 το (μονοδιάσvτατο) σvωματίδιο της κίνησvης Brown περνά περίπου το 97.6 τοις εκατό
του χρόνου του σvτον ίδιο (θετικό ή αρνητικό) ημιάξονα. Σε μία σvτις δέκα περιπτώσvεις το

σvωματίδιο περνά το 99.4 τοις εκατό του χρόνου του σvτον ίδιο ημιάξονα.
Στην Εικόνα 4.3 απεικονίζεται μια πραγματοποίησvη της σv.α. της κίνησvης Brown (προσvο-
μοίωσvη). Παρατηρείσvτε το χρόνο που αυτή είναι θετική. Θα περιμέναμε οι αλλαγές προσvή-

μου της να είναι σvυχνότερες, για τις 5,000 επαναλήψεις τις προσvομοίωσvης. Πειραματιζόμενοι

τρέχοντας τον Αλγ. B.2 (σvελ. 143) πολλές φορές, διαπισvτώθηκε ότι τέτοια γραφήματα εμ-
φανίζονταν με σvυχνότητα περίπου 3 σvτις 10 προσvομοιώσvεις (όσvο παράξενο κι αν φαίνεται

αυτό!). �

Παράδειγμα 4.12.
Στο Παράδειγμα 4.4 υποθέσvαμε ότι διεξάγονται πάρα πολλά ιδεατά παιχνίδια ρίψης νομίσv-
ματος, ένα το δευτερόλεπτο, μέρα νύχτα, για έναν ολόκληρο χρόνο 365 ημερών. Στον
Πίνακα 4.3 παρέχονται σvυγκεντρωτικά οι χρόνοι tp για τους οποίους με μια σvυγκεκριμένη
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Πιθανότητα
p

Χρόνος
tp

Ποσvοσvτό (%)
του έτους

Πιθανότητα
p

Χρόνος
tp

Ποσvοσvτό (%)
του έτους

90% 153.95 Μ 42.17% 30% 19.89 Μ 5.45%
80% 126.10 Μ 34.54% 20% 8.93 Μ 2.45%
70% 99.65 Μ 27.30% 10% 2.24 Μ 0.61%
60% 75.23 Μ 20.61% 5% 13.5 Ω 0.15%
50% 53.45 Μ 14.64% 2% 2.16 Ω 0.02%
40% 34.85 Μ 9.54% 1% 32.4 Λ 0.006%

Πίνακας 4.3 Μια εφαρμογή του νόμου του Arcsin (Μ: μέρες, Ω: ώρες, Λ: λεπτά).

πιθανότητα p, ο λιγότερος τυχερός παίκτης (ο Γιώργος!) θα κερδίζει για σvυνολικό χρόνο

tp. Πρόκειται για μια απλή εφαρμογή του τύπου (4.5) που έχουμε αποδείξει. �
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Kef�laio 5
Qarakthrisvtik� GnwrÐsvmata twn

Omolìgwn

The bearish make money, the bullish make
money and the pigs get slatered.

A trader’s quote

Στον χώρο της διαχείρισvης των επενδύσvεων (investment management), η πιο σvημαντική
απόφασvη που πρέπει να παρθεί είναι αυτή της βέλτισvτης τοποθέτησvης του κεφαλαίου προς

επένδυσvη, σvτις διάφορες επενδυτικές κλάσvεις (asset classes). Οι κύριες επενδυτικές κλάσvεις
είναι οι μετοχές και τα ομόλογα1. Υπάρχουν όμως και άλλες, ῾῾εναλλακτικές᾿᾿ επενδυτικές

κλάσvεις όπως οι επενδύσvεις σvε ακίνητα (real estate investments), τα αμοιβαία κεφάλαια
(hedge funds), ή οι επενδύσvεις σvε εμπορεύματα (commodities), όπως, για παράδειγμα,
επενδύσvεις σvε χρυσvό, πετρέλαιο ή σvε πολύτιμα έργα τέχνης. Σε αυτό το κεφάλαιο θα

περιορισvτούμε σvε μία από τις δύο κύριες επενδυτικές κλάσvεις: τα ομόλογα.

Μολονότι πολλοί άνθρωποι έλκονται σvυνήθως από ενθουσvιώδεις ισvτορίες σvυνυφασvμένες

με τις μετοχές -όλοι μας θα έχουμε ακούσvει για κάποιον που επένδυσvε σvε μετοχές μιας

μικρής εταιρείας και κέρδισvε αρκετά ώσvτε να ῾῾αποσvυρθεί᾿᾿ σvε μια νεαρή ηλικία- θα δούμε,

μέσvα από την μελέτη των ομολόγων, ότι η πολλαπλότητα των πιθανών αυτών επενδυτι-

κών προϊόντων ανοίγει ένα εκπληκτικό πεδίο έρευνας και επενδύσvεων. Παρόλο που σvυχνά

επισvκιάζονται από τη μαζική προβολή της αγοράς των μετοχών, τα ομόλογα παίζουν ένα κα-

θορισvτικό ρόλο σvτα χαρτοφυλάκια επενδύσvεων των ατομικών επενδυτών ή των επενδυτικών

οργανισvμών.

Για τις έννοιες που θα παρουσvιασvτούν σvτις επόμενες ενότητες έχει ουσvιωδώς χρησvιμο-

ποιηθεί η ύλη του Προγράμματος εκπαίδευσvης (Chartered Financial Analyst® Program)

1Sto ex c me thn lèxh <<omìloga>> ja anaferìmasvte svthn polÔ genikìterh ènnoia twn (qrhma-
tooikonomik¸n) proðìntwn daneisvmoÔ (fixed income securities). Ta teleutaÐa, kat� lèxh ja mporoÔsvan
na metafrasvtoÔn wc <<tÐtloi svtajeroÔ eisvod matoc>>. H proèleusvh tou ìrou autoÔ den eÐnai tuqaÐa·ta
omìloga eÐnai èna eÐdoc svtajeroÔ eisvod matoc, ìpwc ja doÔme kai svth svunèqeia.

Κ. Στούρας, Πιθανοθεωρητική Επίλυση Μερικών Διαφορικών Εξισώσεων και η

Αναπαράστασή τους μέσω Path Integrals. Εφαρμογή σε μοντέλα επιτοκίων.
Διπλωματική Εργασvία

c© Εθνικό Μετσvόβιο Πολυτεχνείο, 2010

mailto:kstouras@gmail.com


92 Κεφάλαιο 5 Χαρακτηρισvτικά Γνωρίσvματα των Ομολόγων

του CFA® Institute2 και σvυγκεκριμένα ο 5ος τόμος του Level I, Equity and Fixed Income,
2010.

5.1 Eisvagwg 

Στην πιο απλή του μορφή, ένα ομόλογο είναι μια οικονομική υποχρέωσvη μιας οντότητας, η

οποία υπόσvχεται να πληρώσvει ένα προκαθορισvμένο σvύνολο χρημάτων σvε σvυγκεκριμένες μελ-

λοντικές ημερομηνίες. Η οντότητα που υπόσvχεται να πληρώνει καλείται εκδότης (issuer) του
ομολόγου. Ο επενδυτής που αγοράζει ένα τέτοιο ομόλογο καλείται δανεισvτής (ή πισvτωτής).

Εδώ παρατηρείται και μια πρώτη σvύγχυσvη αναφορικά με την έννοια του ομολόγου: η οντότη-

τα που ζητά χρήματα είναι ο εκδότης του δανείου (δανειζόμενος), και όχι αυτός που έχει

το ομόλογο (δανεισvτής). Παραδείγματα εκδοτών ομολόγων είναι οι κεντρικές κυβερνήσvεις

διαφόρων κρατών, όπως η κυβέρνησvη των Ηνωμένων Πολιτειών ή η Γερμανική κυβέρνησvη,

οίκοι που σvχετίζονται με μια κεντρική κυβέρνησvη, όπως οι Fannie Mae και Freddie Mac
σvτις ΗΠΑ, μια πόλη ή ένας δήμος, όπως η πόλη της Νέας Υόρκης ή ολόκληρο το Ελ-

ληνικό Δημόσvιο, ένας οργανισvμός όπως η Google, και υπερεθνικές κυβερνήσvεις, όπως η
Παγκόσvμια Τράπεζα. Αντίσvτοιχα, επενδυτές σvε ένα ομόλογο από τα προηγούμενα μπορεί

να είναι ατομικοί επενδυτές, επενδυτικοί οργανισvμοί ή και κυβερνήσvεις κρατών.

Οι δόσvεις που ο εκδότης του ομολόγου έχει υποσvχεθεί να καταβάλλει σvτις προκα-

θορισvμένες ημερομηνίες έχουν δύο σvυνισvτώσvες: τόκους (interest) και το αρχικό κεφάλαιο
(principal). Η δεύτερη σvυνισvτώσvα αντισvτοιχεί σvτην αποπληρωμή του δανειζομένου κε-
φαλαίου και ο τόκος σvε ένα ποσvοσvτό αυτού, όχι κατ΄ ανάγκην σvταθερό.

Πριν από τη δεκαετία του ′80, τα ομόλογα ήταν απλά επενδυτικά προϊόντα. Εξαιρώντας
την περίπτωσvη αθέτησvης αποπληρωμής (default) του εκδότη, ο επενδυτής ενός ομολόγου
γνώριζε για πόσvο καιρό θα λαμβάνει τόκο και το πότε η ποσvότητα χρημάτων που δάνεισvε θα

του αποπληρωθεί. Επιπρόσvθετα, οι περισvσvότεροι επενδυτές αγόραζαν τότε ομόλογα με την

πρόθεσvη να τα κρατήσvουν ως την ημερομηνία λήξης (ωρίμανσvής) τους (maturity date).
Από το 1980, ο χρηματοοικονομικός κόσvμος των δανείων και των ομολόγων άλλαξε
ριζικά. Πρώτον, τα σvχετιζόμενα με τα ομόλογα προϊόντα έγιναν απίσvτευτα πολυπλοκότε-

ρα. Υπάρχουν χαρακτηρισvτικά πολλών ειδών ομολόγων που κάνουν εξαιρετικά δύσvκολο

να προσvδιορισvτεί το πότε θα αποπληρωθούν τα χρήματα που έχουν επενδυθεί και για πόσvο

καιρό θα λαμβάνεται ο τόκος, ή ακόμη και το ποσvό του τόκου που θα ληφθεί. Δεύτερον,

ο ῾῾κλασvικός᾿᾿ επενδυτής που κράταγε τα λεφτά του ως τη λήξη του ομολόγου έχει πλέ-

ον αντικατασvταθεί από μεγάλους επενδυτικούς οργανισvμούς, που εμπορεύονται ενεργά τα

διάφορα είδη ομολόγων (traders3 ).

2www.cfainstitute.org
3Oi traders kat� to <<dìgma>> thc svel. 91 agor�zoun kai pouloÔn touc di�forouc qrhmatooikonomikoÔc

tÐtlouc, an�loga me to ti svumfèrei perisvsvìtero, exoÔ kai o ìroc qrhmatooikonomik� <<proðìnta>> (making
money out of money).

www.cfainstitute.org
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Στις επόμενες ενότητες θα δούμε σvυνοπτικά τα διαφορετικά γνωρίσvματα των ομολό-

γων από την απλούσvτερη, αλλά ουσvιασvτική, ῾῾γλώσvσvα᾿᾿ της αγοράς4 και σvτο Κεφ. 6 θα
επιχειρήσvουμε μια μαθηματική ανάλυσvη των σvτοχασvτικών μοντέλων των επιτοκίων με τη

βοήθεια της γνώριμής μας Feynman-Kač formula. Τα τελευταία μοντέλα έχουν προταθεί
για την διερεύνησvη των ποσvοτικών χαρακτηρισvτικών των ομολόγων, αλλά για τη χρήσvη

τους είναι αναγκαία η απαιτητική ῾῾γλώσvσvα᾿᾿ του Στοχασvτικού Λογισvμού (βλ.Κεφ. 1).

5.2 Sumbìlaia omolìgwn kai ìroi

Το σvυμβόλαιο που προσvδιορίζει λεπτομερώς όλα τα δικαιώματα και τις υποχρεώσvεις του

εκδότη και των επενδυτών ενός ομολόγου έχει τη διεθνή ονομασvία bond indenture. Οι
επενδυτές (bondholders) θα αντιμετώπιζαν κατά καιρούς μεγάλη δυσvκολία σvτον προσvδιο-
ρισvμό του εάν ο εκδότης κρατάει όλες τις υποσvχέσvεις του που υπαγορεύει το σvυμβόλαιο.

Αυτό το πρόβλημα όμως επιλύεται για όλα τα μέλη της σvυμφωνίας φέρνοντας έναν σvύνδικο

(trustee) ως τρίτο μέλος του bond indenture. Το τελευταίο αναγνωρίζει τον καταπισvτευ-
ματοδόχο ως αντιπρόσvωπο των τοκομεριδίων των επενδυτών.

Ως μέρος του σvυμβολαίου, υπάρχουν καταφατικοί όροι (affirmative covenants) και περι-
ορισvτικοί όροι (negative covenants). Οι καταφατικοί όροι ορίζουν δρασvτηριότητες που ο
δανειζόμενος (δηλαδή ο εκδότης του ομολόγου) υπόσvχεται να κάνει. Οι περιορισvτικοί όροι

επιβάλλουν ορισvμένους περιορισvμούς σvτις δρασvτηριότητες του δανειζομένου.

Οι σvυνηθέσvτεροι καταφατικοί όροι είναι:

1. η αποπληρωμή των τόκων και του αρχικού κεφαλαίου σvε μια χρονική βάσvη,

2. η πληρωμή όλων των φόρων και άλλων υποχρεώσvεων όταν αυτές προκύψουν,

3. η διατήρησvη όλης της περιουσvίας σvτην εργασvία του δανειζομένου σvε καλή κατάσvτασvη,

4. η αποσvτολή περιοδικών αναφορών σvτον καταπισvτευματοδόχο δηλώνοντας ότι ο δανει-

ζόμενος είναι σvε σvυμφωνία με το σvυμβόλαιο,

5. η διατήρησvη κάποιων οικονομικών δεικτών.

Για παράδειγμα, ο δανειζόμενος μπορεί να υποσvχεθεί να διατηρεί τον current ratio5 της
εταιρείας του σvτην τιμή του δύο ή υψηλότερα. Εάν αυτή η τιμή του current ratio δεν
διατηρείται, τότε το ομόλογο θα μπορεί να θεωρηθεί ότι βρίσvκεται σvε (τεχνική) αθέτησvη

(technical default).
4H pleionìthta twn ennoi¸n pou ja anafèroume apoteloÔn ènnoiec twn omolìgwn pou ekdÐdontai

svtic HPA. En¸ h agor� omolìgwn twn HPA eÐnai h megalÔterh agor� omolìgwn svton kìsvmo me mia
poikilÐa proðìntwn kai ekdot¸n, ta teleutaÐa qrìnia èqei gÐnei svhmantik  an�ptuxh twn agor¸n daneisvmoÔ
�llwn qwr¸n, kaj¸c oi daneisvtèc èqoun metatopisvteÐ apì thn qrhmatodìthsvh mèsvw trapez¸n svthn èkdosvh
omolìgwn. H t�svh aut  anamènetai na svuneqisvteÐ.

5Prìkeitai gia logisvtikì deÐkth kai orÐzetai wc o lìgoc tou trèqontoc energhtikoÔ proc to trèqon
pajhtikì, current ratio = current assets

current liabilities .
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Αντίσvτοιχα, οι σvυνηθέσvτεροι περιορισvτικοί όροι είναι:

1. περιορισvμοί σvτις πωλήσvεις των περιουσvιακών σvτοιχείων της εταιρείας (η εταιρεία δε

μπορεί να τα πουλήσvει και να ξεχρεώσvει, επειδή έχουν δεσvμευθεί σvτους όρους),

2. περιορισvμοί σvτη δυνατότητα του δανειολήπτη να λάβει επιπρόσvθετα δάνεια.

Για παράδειγμα, η χώρα μας, η Ελλάδα, αυτή τη περίοδο (2010) βρίσvκεται ως γνωσvτόν
σvε έντονη οικονομική πίεσvη από το Διεθνές Νομισvματικό Ταμείο (IMF), ώσvτε να μην
αθετήσvει τους όρους του δανείου που έλαβε. Γι΄ αυτό και σvε τακτά χρονικά διασvτήματα,

ειδικοί ελεγκτές του IMF διεξάγουν διάφορους ελέγχους σvτο κατά πόσvον σvυλλέγονται οι
φόροι, πως χρησvιμοποιούνται τα χρήματα του δανείου κτλ. Εάν κάποια σvτιγμή δεν μπορούμε

να αποπληρώσvουμε κάποια δόσvη, θα μπουν σvε ισvχύ οι περιορισvτικοί όροι του σvυμβολαίου

με πολύ δυσvμενείς σvυνέπειες για τον τόπο.

5.3 Di�rkeia wc th l xh

Η διάρκεια ως τη λήξη (term to maturity) ενός ομολόγου είναι ο αριθμός των ετών που
απομένουν για την τελευταία δόσvη. Η ημερομηνία λήξης (maturity date) ενός ομολό-
γου αναφέρεται σvτην ημερομηνία που το δάνειο θα πάψει να υπάρχει, όπου ο εκδότης θα

αποπληρώσvει το ομόλογο. Για παράδειγμα, μια περιγραφή ενός ομολόγου μπορεί να γράφει

῾῾ως τις 9/9/2020᾿᾿.

Στην πράξη, σvτην αγορά αναφέρονται σvτο ῾῾χρόνο ως τη λήξη᾿᾿ ενός ομολόγου ως απλά

῾῾maturity᾿᾿. ΄Οπως θα εξηγήσvουμε σvτη σvυνέχεια (βλ. §5.8) μπορεί να υπάρχουν όροι σvτο
σvυμβόλαιο που να επιτρέπουν είτε ο εκδότης του ομολόγου είτε ο επενδυτής αυτού να

αλλάξει το χρόνο ως τη λήξη ενός ομολόγου.

Υπάρχουν ομόλογα με οποιαδήποτε maturity, αλλά τυπικά η μεγαλύτερη είναι αυτή των
30 ετών. Παρολαυτά, η Walt Disney Co. τον Ιούλιο του 1993 εξέδωσvε ομόλογα με
ημερομηνία λήξης 9/15/20936, κάνοντάς τα 100-ετή ομόλογα τη σvτιγμή της έκδοσvης. Το

Δεκέμβρη του 1993, η Tennessee Valley Authority εξέδωσvε ομόλογα που λήγουν σvτις
12/15/2043, κάνοντάς τα 50-ετή ομόλογα τη σvτιγμή της έκδοσvης. Αλλά αυτά δεν είναι τα

σvυνήθη παραδείγματα σvτην αγορά ομολόγων.

Υπάρχουν τρεις τουλάχισvτον λόγοι που ο προσvδιορισvμός του χρόνου ως τη λήξη ενός

ομολόγου είναι σvημαντικός:

1. Ο χρόνος ως τη λήξη δείχνει τη χρονική περίοδο σvτην οποία ο επενδυτής του ομολό-

γου μπορεί να αναμένει να λάβει τις δόσvεις των τόκων και τον αριθμό των ετών πριν

το αρχικό κεφάλαιο έχει πλήρως αποπληρωθεί.

2. Η απόδοσvη (yield) που προσvφέρεται σvε ένα ομόλογο για να προσvελκύσvει επενδυτές
εξαρτάται από το χρόνο ως τη λήξη. Η σvχέσvη μεταξύ της απόδοσvης και της λήξης

6Akolouj¸ntac thn amerik�nikh svÔmbasvh, oi hmeromhnÐec ja gr�fontai wc m nac/hmèra/ètoc.
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(maturity) ενός ομολόγου καλείται Καμπύλη Αποδόσvεων (yield curve), και θα διε-
ρευνηθεί σvτο Κεφ. 6.

3. Η τιμή ενός ομολόγου θα μεταβάλλεται κατά τη διάρκεια της ζωής του, καθώς τα

επιτόκια σvτην αγορά αλλάζουν. Η μεταβλητότητα της τιμής (price volatility) ενός
ομολόγου είναι μια σvυνάρτησvη του χρόνου ως τη λήξη (μεταξύ άλλων παραγόντων).

Πιο σvυγκεκριμένα, ceteris paribus μπορεί να δειχθεί ότι όσvο μεγαλύτερη η maturi-
ty, τόσvο μεγαλύτερη η μεταβλητότητα της τιμής, ως αποτέλεσvμα της αλλαγής σvτα
επιτόκια (βλ. Εικόνα 5.1 και Παρατήρηση 5.1).

5.4 Par value

Η τελική αξία (par value) ενός ομολόγου είναι η ποσvότητα χρήματος που ο δανειζόμενος
σvυμφωνεί να επαναπληρώσvει σvτον επενδυτή του ομολόγου ως την (ή σvτην) ημερομηνία

λήξης. Αυτή η τιμή αναφέρεται επίσvης με τους όρους ῾῾principal value᾿᾿, ή ῾῾face value᾿᾿.
Τα ομόλογα μπορεί να έχουν οποιαδήποτε par value. Για να διακρίνονται μεταξύ τους τα
διαφορετικά ομόλογα, έχει υιοθετηθεί η πρακτική της αναφοράς της τιμής ενός ομολόγου ως

ένα ποσvοσvτό της par value. Μια τιμή ῾῾90᾿᾿ ενός ομολόγου με par value $1, 000 ερμηνεύεται
ως ότι το ομόλογο πωλείται σvε 90% της par value, δηλαδή σvτην τιμή $900. Ανάλογα, αν
ένα ομόλογο με par value $8, 000 πωλείται για $8, 800, λέγεται ότι πωλείται για ῾῾110᾿᾿.
΄Οταν υπολογίζουμε την τιμή (σvε US$) ενός ομολόγου των ΗΠΑ, το ομόλογο πρέπει
πρώτα να μετατραπεί σvε μια τιμή ανά $1 της par value. Στη σvυνέχεια, αυτή πολλαπλασvιάζε-
ται με την par value ώσvτε να βρούμε την τιμή σvε δολλάρια. Στον Πίνακα 5.1 προσvφέρονται
κάποια παραδείγματα του πως είναι η τιμή ενός ομολόγου σvε δολλάρια, δεδόμενης της τιμής

του ομολόγου που λέγεται σvτην αγορά και της par value αυτού.

Αναφερόμενη τιμή Τιμή ανά $1 της par value (4 σv. ψ.aþ) Par value Τιμή σvε δολλάρια

῾῾96 1/4᾿᾿ 0.925 1, 000 962.50
῾῾102 7/8᾿᾿ 1.0288 5, 000 5, 143.75
῾῾109 9/16᾿᾿ 1.0956 10, 000 10, 956.25
῾῾68 11/32᾿᾿ 0.6834 100, 000 68, 343.75

aþSumbolisvmìc: svhmantik� yhfÐa.

Πίνακας 5.1 Εξοικείωσvη με τους σvυμβολισvμούς της αγοράς των ομολόγων.

Παρατηρούμε ότι ένα ομόλογο μπορεί να πωλείται ή να αγοράζεται κάτω ή πάνω από

την par value αυτού. ΄Οταν ένα ομόλογο πωλείται ή αγοράζεται κάτω (πάνω) από την par
value, λέγεται ότι εμπορεύεται σvε discount (premium). Ο λόγος που μπορεί να σvυμβεί κάτι
τέτοιο δίνεται σvτην επόμενη ενότητα.
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Εικ. 5.1 Απόδοσvη της αγοράς σvυναρτήσvει της τιμής ομολόγου για ένα 8% ομόλογο με
κουπόνια.

5.5 Onomasvtikì epitìkio kai koupìnia

Το επιτόκιο κουπονιού

(coupon rate ), επίσvης γνωσvτό ως ονομασvτικό επιτόκιο (nominal rate) είναι το επιτόκιο
που ο εκδότης ενός ομολόγου σvυμφωνεί να πληρώνει κάθε χρόνο. Με τον όρο κουπόνι

(coupon) εννοούμε την ετήσvια ποσvότητα των δόσvεων που δίνονται σvτους επενδυτές του
ομολόγου, μέχρι τη λήξη. Το κουπόνι προσvδιορίζεται πολλαπλασvιάζοντας το ονομασvτικό

επιτόκιο με την τελική αξία του ομολόγου. Δηλαδή ισvχύει

Coupon = Coupon rate× Par value (5.1)

Για παράδειγμα, ένα ομόλογο με 9% ονομασvτικό επιτόκιο και τελική αξία $1, 000 θα
πληρώνει ετήσvιες δόσvεις των $90.
Στις ΗΠΑ, η σvυνήθης πρακτική είναι για τον εκδότη να πληρώνει κάθε κουπόνι σvε δύο

εξαμηνιαίες δόσvεις. Για ένα είδος ομολόγου, τα MBSs (Mortgage-backed securities) ή τα
ABSs (Asset-backed securities) σvυνήθως πληρώνουν τόκους μηνιαία. Αλλά για ομόλογα
που εκδίδονται σvε κάποιες αγορές εκτός των ΗΠΑ, οι δόσvεις των κουπονιών γίνονται μόνο

μία φορά το χρόνο.

Το ονομασvτικό επιτόκιο επηρεάζει, επίσvης, την ῾ ἑυαισvθησvία᾿᾿ της τιμής του ομολόγου σvτις

αλλαγές των επιτοκίων της αγοράς. Στην Παρατήρηση 5.1 δείχνουμε ότι ceteris paribus
όσvο μεγαλύτερο το κουπόνι, τόσvο μικρότερη η μεταβλητότητα της τιμής, ως αποτέλεσvμα

της αλλαγής σvτα επιτόκια της αγοράς.

΄Οταν το ονομασvτικό επιτόκιο ενός ομολόγου ισvούται με την απόδοσvη της αγοράς (market
yield), το ομόλογο θα πωλείται σvτην τελική αξία (par value) του. ΄Οταν εκδίδονται, το ονο-
μασvτικό επιτόκιο των ομολόγων είναι σvυνήθως ίσvο ή κοντά σvτην επικρατέσvτερη απόδοσvη
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της αγοράς σvτα παρόμοια ομόλογα, έτσvι ώσvτε τα ομόλογα να ῾῾βγαίνουν᾿᾿ αρχικά σvτην (ή

κοντά σvτην) τελική αξία (par value) τους. Εάν η απαιτούμενη από την αγορά απόδοσvη για
ένα ομόλογο σvτη σvυνέχεια ανέβει, η τιμή του ομολόγου θα πέσvει και τότε λέγεται ότι το

ομόλογο πωλείται κάτω από την par value του (trading at discount). Η απαιτούμενη από-
δοσvη μπορεί να αυξηθεί, επειδή τα επιτόκια της αγοράς έχουν αυξηθεί, επειδή η επιπρόσvθετη

απόδοσvη, για την οποία οι επενδυτές απαιτούν να αποζημιωθούν, έχει αυξηθεί, ή επειδή ο

κίνδυνος (risk) του ομολόγου έχει αυξηθεί από τη σvτιγμή της έκδοσvης. Αντίθετα, αν η
απαιτούμενη απόδοσvη πέσvει, η τιμή του ομολόγου θα αυξηθεί και το ομόλογο θα πωλείται

πάνω από την par value του (trading at premium). Τα σvυμπεράσvματα αυτά παρισvτάνονται
πιο γλαφυρά σvτο αριθμητικό Παράδειγμα 5.6.
Στην Εικόνα 5.1 έχουμε κάνει ένα (πρόχειρο) γράφημα της απόδοσvης της αγοράς σvυν-
αρτήσvει της τιμής ομολόγου για ένα 8% ομόλογο με κουπόνια. Το γράφημα αυτό είναι πολύ
σvημαντικό, καθώς φαίνονται όλα τα ποιοτικά χαρακτηρισvτικά της τιμής ενός ομολόγου, που

προηγουμένως περιγράψαμε.

Παρατήρηση 5.1.
Στην Εικόνα 5.1 παρατηρούμε ότι η παράγωγος dV

dY (Y ) (όπου V : η τιμή του ομολόγου

και Y : η απόδοσvη της αγοράς) για αποδόσvεις μικρότερες του 8% μεγαλώνει (η κλίσvη
αυξάνεται), ενώ μικραίνει για αποδόσvεις μεγαλύτερες του 8% (η κλίσvη μειώνεται). Αυτό δεν
είναι καθόλου σvυμπτωματικό και σvυνδέεται με ένα ευρέως διαδεδομένο μέτρο του κινδύνου

των επιτοκίων (interest rate risk) την duration. Η τελευταία έννοια δεν έχει καμία σvχέσvη με
αυτήν της maturity. Στη πραγματικότητα, αν δύο ομόλογα έχουν τα ίδια χαρακτηρισvτικά,
αλλά διαφορετικήmaturity, εκείνο με την μεγαλύτερηmaturity, θα έχει και τη μεγαλύτερη
duration, μιας και η τιμή του θα έχει μεγαλύτερη ποσvοσvτιαία μεταβολή για μια σvυγκεκριμένη
αλλαγή σvτις αποδόσvεις τις αγοράς.

Επιπρόσvθετα, όπως φαίνεται κι από την Εικόνα 5.1 όταν τα κουπόνια αυξάνουν, η dura-
tion μικραίνει και σvυνεπώς το interest rate risk πέφτει. Συνεπώς, για δύο κατά τα άλλα
πανομοιότυπα ομόλογα, εκείνο με το μεγαλύτερο ονομασvτικό επιτόκιο (ή κουπόνι) θα έ-

χει την μικρότερη duration. Η τιμή του ομολόγου με το μεγαλύτερο κουπόνι θα αλλάξει
λιγότερο για μια δεδομένη αλλαγή σvτις αποδόσvεις, από ότι θα κάνει η τιμή του ομολόγου

με το μικρότερο κουπόνι.

5.5-1 Zero coupon bonds

Δεν πληρώνουν όλα τα ομόλογα δόσvεις περιοδικά. ΄Οπως μαρτυρά και ο τίτλος αυτής της

υποενότητας τα ομόλογα που έχουν σvυμφωνηθεί να μη πληρώνουν περιοδικά τις δόσvεις των

κουπονιών ονομάζονται ομόλογα χωρίς κουπόνια (zero coupon bonds). Αυτά πληρώνουν
μόνο την τελική αξία (par value) σvτη λήξη (maturity) και ο τόκος αυτών προκύπτει από
το γεγονός ότι τα zero coupon bonds πωλούνται αρχικά κάτω από την par value τους (at
discount to par). Συγκεκριμένα, ο τόκος ισvούται με τη διαφορά μεταξύ της par value και
της αρχικής αξίας έκδοσvης του ομολόγου. Για παράδειγμα, εάν ένας επενδυτής αγοράσvει
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ένα ομόλογο χωρίς κουπόνια για $80, ο τόκος είναι $20. Αυτός είναι η διαφορά μεταξύ της
par value ($100) και της αρχικής αξίας έκδοσvης ($80) του ομολόγου.

Κίνδυνος επανεπένδυσvης

΄Ισvως ο αναγνώσvτης αναρωτηθεί γιατί να εκδόσvει κανείς ομόλογα χωρίς κουπόνια. Ο

λόγος σvυνδέεται με ένα από τα πολλά είδη κινδύνων που σvχετίζονται με τα ομόλογα, και

σvυγκεκριμένα με το επονομαζόμενο κίνδυνο επανεπένδυσvης (reinvestment risk). Ο εκάσvτο-
τε επενδυτής αντιμετωπίζει πάντα το πρόβλημα του που να επενδύσvει τα χρήματα που του

επισvτρέφονται από τις δόσvεις του ομολόγου. Η μη επιθυμητή κατάσvτασvη για τον επενδυτή

είναι να επενδύσvει το αποπληρωμένο του, σvιγά σvιγά, κεφάλαιο σvε ένα νέο ομόλογο με

χαμηλότερο επιτόκιο.

Αυτός ο κίνδυνος επανεπένδυσvης για έναν τίτλο με τα χαρακτηρισvτικά των ομολόγων

είναι ιδιαίτερα κρίσvιμο να κατανοηθεί. Πολύ σvυχνά λέγεται από κάποιους σvτην αγορά ότι

τίτλοι που πληρώνουν μηνιαία κουπόνια ῾῾σvυμφέρουν᾿᾿, επειδή ο επενδυτής έχει την ευκαιρία

να επανεπενδύσvει πιο σvυχνά τα χρήματά του, χρησvιμοποιώντας ένα μεγαλύτερο ποσvοσvτό

αυτών, εν σvυγκρίσvει με ένα ομόλογο που πληρώνει μόνο ανά εξάμηνο τα κουπόνια του. Κάτι

τέτοιο δεν ισvχύει σvε ένα περιβάλλον φθίνοντων επιτοκίων, που θα κάνει τους δανειζομένους

να επιταχύνουν τις δόσvεις του δανείου τους και θα αναγκάσvει, επομένως, τους επενδυτές

να πρέπει να επανεπενδύσvουν τα χρήματά τους σvε χαμηλότερα επιτόκια.

Συνεπώς, κατανοώντας την έννοια του reinvestment risk, μπορούμε να εκτιμήσvουμε
περισvσvότερο γιατί τα ομόλογα χωρίς κουπόνια είναι πιο ελκυσvτικά σvε σvυγκεκριμένους επεν-

δυτές. Επειδή δεν υπάρχει καμία δόσvη κουπονιού να επανεπενδυθεί, δεν υπάρχει καθόλου

reinvestment risk. Δηλαδή ένα zero coupon bond απαλοίφει το reinvestment risk. ΄Ομως,
αυτή είναι η θετική πλευρά σvτη ῾῾ζυγαριά᾿᾿ του ρίσvκου. Η αρνητική πλευρά είναι ότι, όπως

δείξαμε σvτην Παρατήρηση 5.1, όσvο μικρότερα τα κουπόνια (για κάποια δεδομένη maturi-
ty), τόσvο μεγαλύτερο το interest rate risk. Συνεπώς, ομόλογα χωρίς καθόλου κουπόνια
(κάποιας δεδομένης maturity) εκθέτουν τους επενδυτές σvε μεγαλύτερο interest rate risk
απ΄ ότι τα ομόλογα με κουπόνια.

Παρατήρηση 5.2.
Στο Κεφ. 6 θα μελετήσvουμε κάποια σvτοχασvτικά μοντέλα πρόβλεψης των επιτοκίων για
την απλοποιημένη περίπτωσvη των zero coupon bonds, καθώς για άλλου είδους ομόλογα η
ανάλυσvη είναι τελείως διαφορετική (βλ. επόμενες ενότητες και τηνΠαρατήρηση 5.3).

5.5-2 Step-up notes

Υπάρχουν ομόλογα που πληρώνουν ένα ονομασvτικό επιτόκιο που αυξάνεται με το χρόνο.

Αυτά ονομάζονται step-up notes, επειδή όπως υποδηλώνει και ο αγγλικός όρος το ονο-
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μασvτικό τους επιτόκιο ῾῾σvκαρφαλώνει᾿᾿ με το χρόνο. ΄Ενα πραγματικό παράδειγμα7 step-
up note αποτελεί η 10-ετής έκδοσvη των Extendible Step-up Deposit Notes, Series I-10
της Barclays Bank PLC που εκδόθηκαν σvτις 28 Μαΐου 2010. Τα κουπόνια (ονομασvτικά
επιτόκια) για τα αντίσvτοιχα χρονικά διασvτήματα ήταν τα εξής:

4.75% από 5/28/2010 έως 5/27/2011

4.75% από 5/28/2011 έως 5/27/2014

5.25% από 5/28/2014 έως 5/27/2015

5.25% από 5/28/2015 έως 5/27/2016

5.25% από 5/28/2016 έως 5/27/2017

5.25% από 5/28/2017 έως 5/27/2018

6.25% από 5/28/2018 έως 5/27/2019

7.00% από 5/28/2019 έως 5/27/2020

Παρατηρούμε πως η διαφορά σvτα κουπόνια των σvυγκεκριμένων ομολόγων αυξάνεται κατά

πολύ με το χρόνο (από 4.75% σvτην ημερομηνία έκδοσvης σvε 7.00% σvτη λήξη).

5.5-3 Deferred coupon bonds

Υπάρχουν ομόλογα που οι δόσvεις τους αναβάλλονται για ένα σvυγκεκριμένο αριθμό χρόνων.

Δηλαδή δεν πληρώνουν τίποτα κατά τη διάρκεια της περιόδου αναβολής. Στο τέλος αυτής,

ο εκδότης του deferred coupon bond πληρώνει περιοδικά τις δόσvεις μέχρι τη λήξη του
ομολόγου. Προφανώς, οι δόσvεις των τόκων που λαμβάνονται μετά την περίοδο αναβολής

είναι υψηλότερες από ότι θα μπορούσvαν να ήταν έαν ο εκδότης πλήρωνε τόκους από την

έκδοσvη του ομολόγου. Οι δόσvεις αυτές είναι υψηλότερες, ώσvτε να αποζημιώνουν τον

επενδυτή για την έλλειψη τόκων σvτην περίοδο αναβολής.

Παρατήρηση 5.3.
Στον πραγματικό κόσvμο υπάρχουν επίσvης και τα κυμαινόμενου επιτοκίου ομόλογα (float-

ing rate securities) σvτα οποία το ονομασvτικό επιτόκιο αλλάζει ανάλογα με ένα επιτόκιο
αναφοράς (όπως το London InterBank Offered Rate [LIBOR]) προσvθέτοντας ή αφαιρών-
τας ένα επιτόκιο που μπορεί να μην είναι σvταθερό, αλλά να αλλάζει με προκαθορισvμένες

σvτο indenture τιμές. Σκοπός όμως του κεφαλαίου αυτού είναι να επεξηγήσvουμε απλά τις
έννοιες που σvχετίζονται με το Κεφ. 6, αλλά και να δώσvουμε μια σvυνοπτική περιγραφή του
επενδυτικού κόσvμου των ομολόγων. Ο ενδιαφερόμενος αναγνώσvτης παραπέμπεται σvτην

ύλη του CFA® Institute, Level II.
7http://www.tmx.com/en/news_events/news_releases/5-27-2010_TSX-NewListingBXS.html

http://www.tmx.com/en/news_events/news_releases/5-27-2010_TSX-NewListingBXS.html
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5.6 Timolìghsvh omolìgwn gia thn perÐptwsvh diakritoÔ

anatokisvmoÔ

Τιμολόγησvη είναι η διαδικασvία του προσvδιορισvμού της δίκαιης τιμής (fair value) ενός
οικονομικού αγαθού. Σκοπός αυτής της ενότητας είναι να δώσvουμε τις γενικές αρχές

της τιμολόγησvης των ομολόγων, για αυτό και εξετάζουμε την ρεαλισvτική περίπτωσvη του

διακριτού ανατοκισvμού. Η τιμολόγησvη ομολόγων με σvυνεχή ανατοκισvμό μελετάται μερικώς

σvτο Κεφ. 6 και σvυνεπώς τα απλά παραδείγματα που θα ακολουθήσvουν είναι κρίσvιμα για τις
επόμενες γενικεύσvεις.

Θεμελιώδους σvημασvίας έννοια σvτον κόσvμο των επενδύσvεων αποτελεί η ακόλουθη έννοια

της παρούσvας αξίας.

Ορισμός 5.4 (Present Value).
Η παρούσvα αξία (Present Value, PV) ενός απλού αθροίσvματος χρηματοροών (cash flows,

CF) είναι η τωρινή αξία μιας χρηματοροής που προσvδοκάται να ληφθεί σvε κάποιο σvημείο
σvτο μέλλον. Με άλλα λόγια είναι η ποσvότητα χρημάτων που πρέπει να επενδυθούν σvήμερα,

σvε ένα σvυγκεκριμένο επιτόκιο απόδοσvης για μια δεδομένη χρονική περίοδο, ώσvτε να καταλ-

λήξουν να έχουν μια σvυγκεκριμένη αξία σvτο μέλλον. Δηλαδή η παρούσvα αξία δίνεται από

τον τύπο

PVt :=
ECFt

(1 + i)t
(5.2)

όπου ECFt: η αναμενόμενη χρηματοροή τη σvτιγμή t και i το επιτόκιο απόδοσvης.

Το επιτόκιο i του προηγούμενου τύπου σvυχνά αναφέρεται και ως απαιτούμενη απόδοσvη

( required rate of return ή discount rate), αλλά καλείται επίσvης και κόσvτος ευκαιρίας
(opportunity cost), ή κόσvτος κεφαλαίου (cost of capital). ΄Οπως και να το ονομάσvουμε,
αναπαρισvτά το επιτόκιο που μπορεί να αποδόσvει μια επένδυσvη κάθε περίοδο ανατοκισvμού.

Παρατηρούμε, επίσvης, ότι η σvυνάρτησvη της PV (t) θα είναι φθίνουσvα (για δοθέν επιτόκιο

και ECFt).

Η αξία, τώρα, μιας επένδυσvης είναι το άθροισvμα των παρουσvών αξιών όλων των ανα-

μενόμενων χρηματοροών (δηλαδή για ένα ομόλογο εννοούμε τις δόσvεις των τόκων). Δηλαδή

υποθέτοντας ότι υπάρχουν N το πλήθος αναμενόμενες χρηματοροές, η αξία (V ) μιας επέν-

δυσvης (ενός ομολόγου) θα είναι το άθροισvμα

V ≡ NPVN :=
N∑
t=1

PVt (5.3)

Οι αναμενόμενες χρηματοροές της εξίσvωσvης (5.2) ονομάζονται και μέλλουσvα αξία (Future
Value, FV). Η FV είναι δηλαδή η αξία που θα έχει μια τωρινή κατάθεσvη όταν ανατοκίζεται
με επιτόκιο i. Οι έννοιες FV και PV σvυνδέονται σvτενά μεταξύ τους και σvυγκεκριμένα
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ισvχύει

FV = PV (1 + i)t (5.4)

΄Εχοντας ορίσvει όλες τις βασvικές έννοιες που σvχετίζονται με τις χρηματοροές, προχωρούμε

σvε κάποια διαφωτισvτικά παραδείγματα τιμολόγησvης ομολόγων που τοκίζονται σvε διακριτά

χρονικά διασvτήματα.

Παράδειγμα 5.5 (Ομόλογο με σταθερή απόδοση).
΄Εσvτω ένα ομόλογο που πληρώνει κουπόνια των $100 ετήσvια για 10 χρόνια (maturity)
με par value $1, 000 με σvταθερό επιτόκιο 8%. Τότε η αξία του ομολόγου θα είναι

V =
100
1.08 +

100
1.082 +

100
1.083 + . . .+

100 + 1, 000
1.0810

=
100
1.08 +

100
1.082 +

100
1.083 + . . .+

1, 100
1.0810

= $1, 134.20

(5.5)

�

Παράδειγμα 5.6 (Αλλαγές στην απαιτούμενη απόδοση ομολόγου).
΄Εσvτω ομόλογο με par value $1, 000, 8% εξαμηνιαία κουπόνια, και τρία χρόνια ως τη
λήξη. Θα υπολογίσvουμε την τιμή του PV για επιτόκια (yield to maturity, YTM) 6%, 8%
και 10%.

Επιτόκιο (i%) Περίοδοι ανατοκισvμού (N) FV ($) Δόσvεις ($) PVaþ ($)

3
(
= 6

2

)
6 (= 3× 2) 1, 000 40

(
= 80

2

)
−1, 054.172 > par

4
(
= 8

2

)
6 (= 3× 2) 1, 000 40

(
= 80

2

)
−1, 000.000 = par

5
(
= 10

2

)
6 (= 3× 2) 1, 000 40

(
= 80

2

)
−949.243 < par

aþTo arnhtikì prìsvhmo svumbolÐzei ìti o ependut c dÐnei doll�ria (agor�zontac to omìlogo).

Εδώ δείχνουμε κάτι που είπαμε και προηγουμένως σvτην §5.5: εάν η απόδοσvη ως τη
λήξη του ομολόγου (YTM) ισvούται με το ονομασvτικό επιτόκιο αυτού (8%), τότε η τιμή

του ομολόγου είναι ίσvη με την par value του ($1, 000). Εάν το YTM είναι υψηλότερο
(χαμηλότερο) από ότι το ονομασvτικό επιτόκιο, τότε λέμε ότι το ομόλογο εμπορεύεται κάτω

(πάνω) από την par value (is trading at a discount (premium) to par). �

Τα παραδείγματα αυτά μας δείχνουν αρκετά ποιοτικά χαρακτηρισvτικά των ομολόγων, που

θα απαιτήσvουμε τα μοντέλα του Κεφ. 6 να ικανοποιούν (ως διαγνωσvτικό έλεγχο).

5.7 Di�fora eÐdh epitokÐwn: Diakrit  PerÐptwsvh

΄Οπως αναφέραμε σvτην §5.5-2 υπάρχουν ομόλογα που πληρώνουν διαφορετικά επιτόκια
μέχρι τη λήξη τους. Συνεπώς, το επιτόκιο που θα ζητούσvε ένας επενδυτής ομολόγου να
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δανείσvει χρήματα για ένα χρόνο από σvήμερα δεν ταυτίζεται κατ΄ ανάγκην με το επιτόκιο

που θα ζητούσvε για να δανείσvει για ένα χρόνο σvε πέντε ή δέκα χρόνια μετά. Τα κατάλληλα

αυτά επιτόκια για κάθε μελλοντική δόσvη ενός ομολόγου ονομάζονται επιτόκια τρέχουσvας

τοποθέτησvης (spot rates) και θα τα σvυμβολίζουμε με Sk, όπου k: η διάρκεια της περιόδου
δανεισvμού.

Παρατήρηση 5.7.
Σε αυτό το σvημείο πρέπει να διασvαφηνισvτεί ότι το επιτόκιο τρέχουσvας τοποθέτησvης (spot

rate) διαφέρει από το επιτόκιο ως τη λήξη (YTM). Το τελευταίο είναι ένα σvταθερό επιτόκιο
που κάνει την παρούσvα αξία των υποσvχόμενων πληρωμών ενός ομολόγου ίσvη με την τιμή

του σvτην αγορά. Αντίθετα, το επιτόκιο τρέχουσvας τοποθέτησvης ταυτίζεται με την απόδοσvη

ενός ομολόγου χωρίς κουπόνια, δηλαδή ενός τίτλου που πληρώνει μία μόνο χρηματοροή σvε

μια μελλοντική ημερομηνία.

Τα spot rates διαφορετικών χρονικών περιόδων που τιμολογούν ορθά (παράγουν δηλαδή
τιμές ομολόγων ίσvες με αυτές της αγοράς) τις χρηματοροές ενός ομολόγου ονομάζονται

επιτόκια τρέχουσvας τοποθέτησvης μη κερδοσvκοπίας (arbitrage-free spot rates) ή η καμπύλη
των επιτοκίων τρέχουσvας τοποθέτησvης (spot rate curve).

Το επόμενο απλό παράδειγμα καθισvτά σvαφή την σvπουδαία έννοια των spot rates και το
πως αυτά σvυνδέονται με την τιμολόγησvη των ομολόγων.

Παράδειγμα 5.8.
΄Εσvτω ένα 6% ομόλογο με maturity 1.5 χρόνια και par value $1, 000. ΄Εσvτω επίσvης ότι
τα επιτόκια τρέχουσvας τοποθέτησvης (εκπεφρασvμένα ως ημιετήσvια YTM) είναι:

• 6 μήνες = 5%

• 1 χρόνο = 6%

• 1.5 χρόνια = 7%

Υπολογίζοντας την παρούσvα αξία της επένδυσvης βρίσvκουμε

PV =
30

1.025 +
30

1.032 +
1, 030
1.0353 = $986.55

Αυτή θα ήταν η δίκαιη τιμή πώλησvής του ομολόγου (fair value). Αν αυτό πωλείται σvτην
αγορά προς $995, τότε ένας trader θα μπορούσvε να εκμεταλλευτεί αυτήν την ευκαιρία
κερδοσvκοπίας αγοράζοντας τις μεμονωμένες χρηματοροές, να τις σvυγχωνεύσvει μεταξύ τους

για να δημιουργήσvει ένα νέο ομόλογο με σvταθερό επιτόκιο (αυτό της αγοράς) διάρκειας 1.5
ετών, και έπειτα να το πουλήσvει ξανά. Κάτι τέτοιο θα οδηγούσvε σvε ένα άμεσvο και ακίνδυνο

κέρδος των 995.00− 986.55 = $8.45 ανά ομόλογο. �

΄Αμεσvα σvυνδεόμενη με την έννοια των επιτοκίων τρεχουσvών τοποθετήσvεων είναι η έννοια

των επιτοκίων μελλοντικών τοποθετήσvεων. Τα επιτόκια μελλοντικών τοποθετήσvεων ή
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Εικ. 5.2 Γραφική σvχέσvη μεταξύ των forward rates και spot rates.

επιτόκια πρόσvω (forward rates) είναι το επιτόκιο που πρέπει να δίνει ένα ομόλογο σvε κάποια
μελλοντική ημερομηνία. Ο σvυμβολισvμός που θα χρησvιμοποιήσvουμε εδώ πρέπει να εμπερι-

έχει ταυτόχρονα τη διάρκεια της περιόδου δανεισvμού, αλλά και το πότε (σvτο μέλλον) θα

δανείζονται/επισvτρέφονται τα χρήματα του ομολόγου. Συνεπώς, με 1f2 σvυμβολίζουμε το

επιτόκιο του να δανεισvτούμε για ένα χρόνο, δύο χρόνια από τώρα. Απαιτούμε να ισvχύει το

ακόλουθο γενικό σvχήμα:

῾῾το επιτόκιο του να δανεισvτούμε σvήμερα για 3 χρόνια ισvούται με το επιτόκιο

του να δανεισvτούμε για 1 χρόνο, τρεις φορές διαδοχικά᾿᾿.

Αυτό φορμαλισvτικά γράφεται ως ότι

(1 + S3)
3 ≡ (1 + 1f0) (1 + 1f1) (1 + 1f2) (5.6)

Ισvοδύναμα,

S3 ≡ 3
√
(1 + 1f0) (1 + 1f1) (1 + 1f2)− 1 (5.7)

Δηλαδή το spot rate S3 είναι ο γεωμετρικός μέσvος (geometric mean) των forward rates
1f0, 1f1 και 1f2. Επιπρόσvθετα, αν ο αναγνώσvτης είναι εξοικειωμένος με τους σvυμβολισvμούς

μπορεί άμεσvα να επαληθεύσvει ότι

(1 + S4)
4 = (1 + S2)

2 (1 + 2f2)
2

και ότι
(1 + S3)

3 = (1 + 2f0)
2 (1 + 1f2)

= (1 + 2f0)
2 (1 + 1f2)

= (1 + 1f0) (1 + 1f1) (1 + 1f2)

= (1 + S1) (1 + S2) (1 + 1f2)

Οι έννοιες αυτές θα γενικευτούν σvτην §6.3, όπου θα εξετάσvουμε τα σvυνεχή ανάλογά
τους.
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5.8 Embedded options omolìgwn

Στον επενδυτικό κόσvμο του δανεισvμού είναι αρκετά σvυχνό μια έκδοσvη ενός ομολόγου

να εμπεριέχει σvτο indenture έναν όρο που να δίνει σvτον εκδότη και/ ή σvτον επενδυτή
του ομολόγου ένα δικαίωμα (option) να μπορεί να κάνει μια ενέργεια έναντι του άλλου
αντισvυμβαλλομένου. Το δικαίωμα αυτό εξασvκείται προαιρετικά από τον εκάσvτοτε δικαιούχο

(σvτην περίπτωσvη που τον σvυμφέρει). Τα δικαιώματα αυτά αναφέρονται ως ῾῾εμφυτευμένα᾿᾿

σvτα ομόλογα δικαιώματα (embedded options in bonds) για να τα διακρίνουμε από τα υπό-
λοιπα options που μπορούν να αγορασvτούν σvε ένα χρηματισvτήριο ή σvε μια OTC αγορά.
Τα σvυνηθέσvτερα embedded options ομολόγων που δίνονται σvτους εκδότες (δανειζόμε-
νους) είναι:

• ένα άνω φράγμα (cap) σvτην κύμανσvη των επιτοκίων του ομολόγου,

• το δικαίωμα να προπληρώσvουν ένα μέρος των δόσvεων, πριν από την προγραμματισvμένη
ημερομηνία τους,

• το δικαίωμα να αποπληρώσvουν πλήρως (call provision) το αρχικό κεφάλαιο που
δανείσvτηκαν.

Το άνω φράγμα (cap) σvτην κύμανσvη των επιτοκίων μπορεί να θεωρηθεί ως ένα δικαίωμα
σvτον εκδότη του ομολόγου που να μην απαιτεί καμία ενέργεια από μέρους του αν ανέβουν

τα επιτόκια. Ουσvιασvτικά, ο επενδυτής του ομολόγου έχει εξασvφαλίσvει (από το indenture)
σvτον εκδότη το δικαίωμα να μην πληρώσvει περισvσvότερο από ότι ένα ορισvμένο επιτόκιο (cap).
Αντίσvτοιχα, τα σvυνηθέσvτερα embedded options ομολόγων που δίνονται σvτους επενδυτές
(δανεισvτές) είναι:

• ένα κάτω φράγμα (floor) σvτην κύμανσvη των επιτοκίων του ομολόγου,

• το δικαίωμα να ζητήσvουν την άμεσvη και πλήρη αποπληρωμή (put provision) του
αρχικού κεφαλαίου που δάνεισvαν.

Ενώ ένα άνω φράγμα σvτα επιτόκια ωφελεί τον εκδότη του ομολόγου αν τα επιτόκια ανέ-

βουν, ένα κάτω φράγμα (floor) αυτών ωφελεί τον επενδυτή εάν τα επιτόκια πέσvουν, αφού
σvταθεροποιεί το διαθέσvιμο (ονομασvτικό) επιτόκιο των κουπονιών.

Παρατηρούμε ότι η εξάσvκησvη των τελευταίων δικαιωμάτων για τον εκδότη και των επεν-

δυτή εξαρτάται από το επίπεδο των επιτοκίων που κυριαρχούν σvτην αγορά των ομολόγων.

Τα δικαιώματα του εκδότη (επενδυτή) αποκτούν περισvσvότερη αξία, όσvο περισvσvότερο τα

προηγούμενα επιτόκια πέφτουν (ανεβαίνουν). Τα άνω και κάτω φράγματα επίσvης επηρεά-

ζονται από τις μεταβολές των επιτοκίων της αγοράς. Αλλά για τον εκδότη (επενδυτή) το

δικαίωμα του άνω (κάτω) φράγματος σvτα επιτόκια του ομολόγου αποκτά περισvσvότερη αξία,

όσvο περισvσvότερο τα επιτόκια της αγοράς ανεβαίνουν (κατεβαίνουν).

Τέλος, όπως αναφέραμε σvτην §5.1 τα σvχετιζόμενα με τα ομόλογα προϊόντα έχουν γί-
νει αρκετά πολύπλοκα. ΄Ενας από τους λόγους είναι η ύπαρξη των embedded options σvτα
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ομόλογα, τα οποία κάνουν ακόμα πιο δύσvκολο να προβλεφθούν οι μελλοντικές χρηματοροές

ενός τίτλου. Οι χρηματοροές ενός τίτλου ομολόγου ορίζονται όμως ως οι τόκοι και το

αρχικό κεφάλαιο. Συνεπώς, για να τιμολογήσvει κανείς ένα ομόλογο με embedded options,
είναι απαραίτητο

1. να μοντελοποιήσvει τους παράγοντες που προσvδιορίζουν το εάν ένα τέτοιο δικαίωμα

θα εξασvκηθεί ως τη λήξη του ομολόγου, και

2. σvτην περίπτωσvη των δικαιωμάτων που δίνονται σvτους εκδότες/ επενδυτές του ομολό-

γου, να μοντελοποιήσvει τη σvυμπεριφορά των εκδοτών/ επενδυτών ώσvτε να προσv-

διορίσvει τις αναγκαίες σvυνθήκες για αυτούς να εξασvκήσvουν το δικαίωμά τους.

Είναι, επομένως, εξαιρετικά κρίσvιμο να αναπτυχθούν μοντέλα για τα δυναμικά των επιτοκίων

και για τους κανόνες εξάσvκησvης των embedded options. Μια μοντελοποίησvη του δεύτερου
σvκέλους θα μπορούσvε να γίνει με τη θεωρία του Behavioral Finance (Χρηματοοικονομικά
της Συμπεριφοράς των Επενδυτών). Μια μοντελοποίησvη του πρώτου σvκέλους, όμως, θα

μπορούσvε να γίνει με τις μεθόδους της Στοχασvτικής Ανάλυσvης, και αυτό είναι το αντικείμενο

του Κεφ. 6.
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Kef�laio 6
Stoqasvtik� Montèla EpitokÐwn

In the short term the market is a popularity
contest; in the long term it is a weighing machine.

W. Buffett

Ως γνωσvτόν ένα δολλάριο σvήμερα αξίζει περισvσvότερο από ένα δολλάριο αύριο. Πιο γενικά,

χρήματα που επενδύονται για διαφορετικούς χρονικούς ορίζοντες, T , αποφέρουν διαφορε-

τικά κέρδη, αντίσvτοιχα του ρυθμού μεταβολής των επιτοκίων, R (T ). Η σvυνάρτησvη αυτή

καλείται Καμπύλη Αποδόσvεων. Κάθε μέρα η καμπύλη αυτή αλλάζει, και η t-χρονικά μετα-

βαλλόμενη εκδοχή της σvυμβολίζεται με R (t; T ). Παρ΄ όλα αυτά τα επιτόκια δεν εμπορεύο-
νται άμεσvα, αλλά παράγονται από τις τιμές των ομολόγων που εμπορεύονται σvτην αγορά

ομολόγων. Αυτό οδηγεί σvτην κατασvκευή μοντέλων ομολόγων και σvτην τιμολόγησvη ομολό-

γων μέσvω επιχειρημάτων μη κερδοσvκοπίας των αγορών (§6.2). Μαθηματικά, τα προηγού-
μενα περιγράφονται υποθέτοντας ένα κατάλληλο μέτρο, που κάνει μια σvυγκεκριμένη σv.α.

martingale. ΄Εχοντας ορίσvει τις κατάλληλες έννοιες σvτις ενότητες §6.1 και §6.3, αλλά και
σvτο Κεφ. 5, παραθέτουμε σvτην ακόλουθη §6.4 τα κυριότερα μοντέλα που χρησvιμοποιούνται
σvτη βιβλιογραφία και σvτις εφαρμογές, αναλύοντας ιδιαίτερα σvτις §6.5-1 και §6.5-2 τα μο-
ντέλα του Vasiček και των Ho και Lee αντίσvτοιχα. Στην ανάλυσvη μας επικεντρωνόμασvτε
σvτις κυριότερες μαθηματικές τεχνικές που χρησvιμοποιούνται σvε τέτοια μοντέλα, χωρίς να

μπούμε σvε περισvσvότερες λεπτομέρειες του πως προσvδιορίζονται οι σvυντελεσvτές τους, ώσvτε

να σvυμφωνούν τα αποτελέσvματα με ό,τι παρατηρείται σvτην αγορά (calibration). Απλή
αναφορά σvε τέτοια ζητήματα γίνεται σvτα γενικά σvχόλια αυτού του κεφαλαίου, σvτην §6.6.
Χρήσvιμες βιβλιογραφικές αναφορές αποτελούν τα κλασvικά σvτο χώρο των σvτοχασvτικών επι-

τοκίων σvυγγράμματα [4], [81], [9], [83] και [21] και τα άρθρα [2], [35], [92], [33],[8], [34].

Τέλος, ο ενδιαφερόμενος αναγνώσvτης μπορεί να βρει μια ῾῾φυσvική᾿᾿ θεώρησvη των Χρημα-

τοοικονομικών σvτα βιβλία [3], [65], [57] και [55] του μοντέρνου κλάδου της Κβαντικής

Χρηματοοικονομικής Θεωρίας.
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Αναπαράστασή τους μέσω Path Integrals. Εφαρμογή σε μοντέλα επιτοκίων.
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6.1 Omìloga qwrÐc koupìnia

Χωρίς βλάβη γενικότητας1 θεωρούμε ένα ομόλογο χωρίς κουπόνια (βλ. §5.5-1) με maturity
T , το οποίο έχει par value $1. Στο εξής θα αναφερόμασvτε σvε αυτό ως ένα T -ομόλογο.
Επιπρόσvθετα, θα χρησvιμοποιήσvουμε τον ακόλουθο σvυμβολισvμό για την ανάλυσvή μας:

Συμβολισvμός 6.1.
Για κάθε 0 ≤ t ≤ T :
P (t, T ) := Η τιμή τη χρονική σvτιγμή t ενός ομολόγου χωρίς κουπόνια με maturity T .

Ουσvιασvτικά, P (t, T ) είναι η τιμή ενός T -ομολόγου τη χρονική σvτιγμή t, σvτην αγορά.
Η παρατήρησvη αυτή είναι πολύ σvημαντική, γιατί υπονοεί πως η τιμή της αγοράς μπορεί να

μην ταυτίζεται κατά ανάγκην με τη δίκαιη τιμή (fair value) του ομολόγου. Γι΄ αυτό σvτην
τιμολόγησvη τέτοιων τίτλων θα απαιτήσvουμε η δύο αυτές τιμές να είναι ίσvες (βλ. εξίσvωσvη

(6.5) παρακάτω). Διαφορετικά, κατά το Παράδειγμα 5.8 της σvελ. 102 ένας κερδοσvκόπος θα
μπορούσvε να εκμεταλλευτεί μια τέτοια ευκαιρία βγάζοντας κέρδος χωρίς κάποιο ρίσvκο.

Παρατήρηση 6.2.
Ως γνωσvτόν, όλα τα χρηματοοικονομικά προϊόντα, όσvο πολύπλοκα και να είναι, μπορούν

να αναλυθούν σvε άθροισvμα απλούσvτερων. Στην περίπτωσvη μας, ένα ομόλογο με κουπό-

νια πληρώνει σvε πολλαπλές ημερομηνίες και μπορεί, σvυνεπώς, να θεωρηθεί ως ένα χαρτο-

φυλάκιο ομολόγων χωρίς κουπόνια, με την πληρωμή σvτη λήξη των οποίων να ισvούται με

την πληρωμή μιας δόσvης του σvυνολικού ομολόγου. Μαθηματικά, αυτό μεταφράζεται πολύ

απλά ως ακολούθως. ΄Ενα ομόλογο που πληρώνει κουπόνι τιμής ci τη σvτιγμή Ti, i = 1,. . . ,
n, με par value $1 τη σvτιγμή T = Tn έχει τιμή τη σvτιγμή t < T :

Pcoupon (t) =
n∑
i=1

t∈(Ti−1,Ti]

ciP (t, Ti) + P (t, Tn) (6.1)

Το πραγματικό επιτόκιο ενός λογαριασvμού καταθέσvεων (γνωσvτό και ως effective annual
rate, EAR), ο οποίος ανατοκίζεται n-φορές το χρόνο, μπορεί να εκφρασvτεί μέσvα από το
επιτόκιο κάθε περιόδου2, PR (periodic rate) ως εξής:

EAR := (1 + PR)n − 1 (6.2)
1O lìgoc pou ja periorisvtoÔme svthn eidik  perÐptwsvh twn zero-coupon bonds eÐnai giatÐ afenìc men

h an�lusvh omolìgwn me koupìnia eÐnai an�logh (bl.Parat rhsh 6.2), all� kai afetèrou giatÐ de ja
asvqolhjoÔme ètsvi ti ja svunèbaine sve perÐptwsvh ajèthsvhc twn ìrwn tou indenture apì k�poion apì touc
antisvumballomènouc. Epiprìsvjeta, ta omìloga pou ja jewr svoume eÐnai apallagmèna apì ta embedded
options thc §5.8.

2To epitìkio k�je periìdou isvoÔtai me to onomasvtikì epitìkio tou omolìgou dia to pl joc twn
periìdwn anatokisvmoÔ, dhlad 

PR =
onomasvtikì epitìkio

n
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Προφανώς, το EAR ενός 8% λογαριασvμού καταθέσvεων, ανατοκιζόμενος μία φορά το χρόνο,
δεν είναι το ίδιο με το EAR ενός 8% λογαριασvμού καταθέσvεων, ανατοκιζόμενος κάθε μήνα.
΄Οσvο μεγαλύτερη η σvυχνότητα ανατοκισvμού, τόσvο μεγαλύτερο το πραγματικό επιτόκιο εν

σvυγκρίσvει με το επιτόκιο κάθε περιόδου.

Θεωρώντας τώρα σvυνεχή ανατοκισvμό3 και ότι ο λογαριασvμός καταθέσvεων μας αποδίδει

(σvτιγμιαίο) επιτόκιο r (t), οι καταθέσvεις μας θα πρέπει να αξίζουν τη σvτιγμή t ποσvότητα

δολλαρίων ίσvη με

β (t) := e
´ t
0 r(s)ds (6.3)

ως λύσvη της εξίσvωσvης
dβ
β

(t) = r (t) dt (6.4)

Παρατήρηση 6.3.
Στον τύπο 6.3 αναγνωρίζουμε ότι το r (·) είναι το γνώριμό μας από την §5.7 (σvτιγμιαίο)
επιτόκιο τρέχουσvας τοποθέτησvης (instantaneous spot rate) και ότι το 1

β(·) είναι ουσvιασvτικά

η αθροισvτική παρούσvα αξία (Net Present Value, NPV) της σvελ. 100. Για έναν ακριβέσvτερο
ορισvμό, βλ. παρακάτω §6.3 σvτη σvελ. 117.

Για να αποφύγουμε την κερδοσvκοπία σvτην αγορά των ομολόγων πρέπει να ισvχύει μια

σvυγκεκριμένη σvχέσvη μεταξύ των ομολόγων και των επιτοκίων τρέχουσvας τοποθέτησvης.

Συγκεκριμένα, απαιτούμε να ισvχύει η εξής σvχέσvη τιμολόγησvης:

P (t, T ) = e−
´ T
t r(s)ds (6.5)

Επαληθεύουμε την ορθότητα της σvχέσvης αυτής, επειδή

P (T , T ) = 1

και

β (T ) = e0 = 1

΄Ολοι αυτοί οι σvυμβολισvμοί και οι σvχέσvεις, όσvο γενικοί και αν φαίνονται μας περιορίζουν

αρκετά γιατί ισvχύουν μόνο υπό μια υπόθεσvη που έμμεσvα κάναμε·ότι τα επιτόκια, r (·) είναι
ντετερμινισvτικά (deterministic). Επιτρέποντας το επιτόκιο να μεταβάλλεται τυχαία, η τιμή
του ολοκληρώματος

´ T
t r (s) ds είναι επίσvης τυχαία, και σvτο μέλλον του χρόνου t όπου η

τιμή P (t, T ) είναι γνωσvτή, η προηγούμενη σvχέσvη (6.5) ισvχύει μόνο ῾῾κατά μέσvον όρο᾿᾿ (με
την έννοια της εξ. 6.9). Συνεπώς, πρέπει να ορίσvουμε τις σvυναρτήσvεις r και P ως τυχαίες
μεταβλητές σvε έναν κατάλληλο χώρο πιθανότητας.

3EÐnai gnwsvtì ìti gia x ∈ R (
1 +

x

n

)n n→∞→ ex
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6.1-1 Timolìghsvh omolìgwn me svtoqasvtik� epitìkia

Θεωρούμε τον χώρο πιθανότητας
(

Ω, FBT ∗ , P
)
όπου FBT ∗ = σ (Bs, 0 ≤ t ≤ T ∗) για κάθε

T ∗ ∈ [0, +∞) η τυπική διύλισvη της κίνησvης Brown ή απλούσvτερα η ῾῾ισvτορία᾿᾿ ή το ῾῾παρ-
ελθόν᾿᾿ της {Bt}t≥0 μέχρι τη σvτιγμή T

∗. Διαισvθητικά, θα μπορούσvαμε να πούμε ότι αν

γνωρίζουμε την {Bt}0≤t≤T ∗ , τότε γνωρίζουμε για κάθε ενδεχόμενο σvτην ισvτορία FBT ∗ , αν
αυτό σvυνέβη ή όχι, και αντισvτρόφως.

Μέσvα σvε αυτόν τον χώρο πιθανότητας θεωρούμε τις FBT ∗-προσvαρμοσvμένες ανελίξεις4
P (t, T ) και β (t) για κάθε t ≤ T ≤ T ∗. Επειδή η P (t, T ) είναι η τιμή ενός T -ομολόγου
με par value $1 απαιτούμε για κάθε t ≤ T ≤ T ∗ να ισvχύουν:

P (t, T ) ≥ 0 με πιθανότητα 1 (σv.β.)

P (T , T ) = 1 με πιθανότητα 1 (σv.β.)

Για την μοντελοποίησvή μας θεωρούμε επίσvης ότι για κάθε t ∈ [0, T ∗], η απεικόνισvη

(t, +∞) 3 T 7→ P (t, T ) ∈ [0, +∞)

είναι σvυνεχής και σvυνεχώς διαφορίσvιμη (δηλαδή είναι C1).

΄Ομως, με τα προηγούμενα, έχουμε ήδη φτάσvει σvε ένα αρκετά αφηρημένο επίπεδο θεω-

ρητικής γενίκευσvης. Η διαίσvθησvή μας δουλεύει καλά σvτην §5.6, αλλά εδώ χρειάζεται ιδι-
αίτερη προσvοχή σvτην ερμηνεία των προκύπτοντων αποτελεσvμάτων. Για παράδειγμα, το

σvυνεχές των περιόδων λήξης T (maturities) των ομολόγων κάνει το μοντέλο της αγοράς
να έχει άπειρα ομόλογα και σvυνεπώς δημιουργεί μια επιπόσvθετη πολυπλοκότητα. Στη βι-

βλιογραφία έχουν αναπτυχθεί διαφορετικές προσvεγγίσvεις που περιλαμβάνουν πεπερασvμέ-

να χαρτοφυλάκια, όπου κάθε σvτιγμή επιτρέπονται μόνο πεπερασvμένα ομόλογα, και άπειρα

χαρτοφυλάκια, τα οποία τιμολογούνται με κάποιο μέτρο (measure) πιθανότητας (σvελ. [34],
[13]).

Προσvέγγισvη 1η

Μόνο πεπερασvμένα, N το πλήθος ομόλογα, με λήξεις T1, T2, . . ., TN είναι διαθέσvιμα

σvτην αγορά προς επένδυσvη. ΄Εσvτω µC (t, Ti) το ποσvοσvτό του διαθέσvιμου κεφαλαίου
(capital, C) προς επένδυσvη, τη σvτιγμή t, σvτο Ti-ομόλογο. Η αξία V (·) ≡ V C,µ (·)
του χαρτοφυλακίου ομολόγων ως προς την σvτρατηγική επένδυσvης µC (·, ·) του διαθέσvιμου
κεφαλαίου (C). Τότε η V ικανοποιεί την εξίσvωσvη

dV
V

(t) =
N∑
i=1
µC (t, Ti)

dP
P

(t, Ti)

V (0) = C

(6.6)

4Akribèsvtera, h P (·, ·) eÐnai èna tuqaÐo pedÐo (random field), afoÔ gia k�je T ∈ [0, +∞), h P (·, T )
eÐnai mia svtoqasvtik  anèlixh.
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Προσvέγγισvη 2η

Για κάθε T ∈ [0, +∞) άπειρα T -ομολόγα είναι διαθέσvιμα σvτην αγορά προς επένδυσvη. Τότε

με µC (t, [S, T )) σvυμβολίζουμε το ποσvοσvτο του διαθέσvιμου κεφαλαίου (C) προς επένδυσvη,
τη σvτιγμή t, σvε ομόλογα που λήγουν κάπου μεταξύ του χρονικού διασvτήματος [S, T ). Το
σvυνεχές ανάλογο της (6.6) για την αξία, V , του χαρτοφυλακίου ομολόγων ικανοποιεί την
εξίσvωσvη

dV
V

(t) =

ˆ ∞
t

dP
P

(t, T ) dµC (t, dT )

V (0) = C

(6.7)

Αυτή θα είναι και η προσvέγγισvη που θα υιοθετήσvουμε εμείς σvτην ανάλυσvή μας.

Αλλά και η αρχή της μη κερδοσvκοπίας της σvελ. 102 έχει αλλάξει κατά πολύ. Για μια

επέκτασvη της θεωρίας μη κερδοσvκοπίας σvε σvυνεχή χρόνο ο ενδιαφερόμενος αναγνώσvτης

παραπέμπεται σvτη βιβλιογραφία [4], [2], [82].

Σε όλες τις προηγούμενες διαφορετικές προσvεγγίσvεις η αρχή της μη κερδοσvκοπίας των

αγορών διαμορφώνεται με τη βοήθεια της ακόλουθης υπόθεσvης [33], [56]:

Υποθέτουμε ότι υπάρχει ένα μέτρο πιθανότητας, Q (επονομαζόμενο Ισvοδύναμο

Martingale Μέτρο, ΙΜΜ) ισvοδύναμο5 του μέτρου πιθανότητας P, τέτοιο ώσvτε
ταυτόχρονα για όλα τα T ≤ T ∗, η ανέλιξη,

{
P (t,T )
β(t)

}
0≤t≤T

να είναι martingale.

Παρατήρηση 6.5.
Στη βιβλιογραφία το μέτρο P ερμηνεύεται ως ῾῾ υποκειμενική πιθανότητα᾿᾿, δηλαδή ως
την πιθανότητα που αντανακλά τις προτιμήσvεις των επενδυτών απέναντι σvτον κίνδυνο [86].

Αντίθετα, το μέτρο πιθανότητας Q θεωρείται ῾῾ουδέτερο᾿᾿ σvτον κίνδυνο (risk neutral), αφού
καθισvτά martingale την αξία 1

β(T ) του ομολόγου.

Η προηγούμενη υπόθεσvη σvυνεπάγεται ότι υπάρχει μέτρο Q ∼ P έτσvι ώσvτε για κάθε
0 ≤ t ≤ T

EQ

[ 1
β (T )

| Ft
]
= EQ

[
P (T , T )
β (T )

| Ft
]
=
P (t, T )
β (t)

(6.8)

όπου η σv-άλγεβρα Ft σvυμβολίζει κατά τα γνωσvτά όλη τη διαθέσvιμη πληροφορία μέχρι και
τη σvτιγμή t. Επειδή τώρα η τ.μ. β (t) έχει υποθεθεί Ft- μετρήσvιμη, μπορεί να ῾῾περάσvει᾿᾿
μέσvα σvτη μέσvη τιμή και να έχουμε το σvυνεχές ανάλογο της σvυνθήκης τιμολόγησvης των

ομολόγων που περιγράψαμε σvτη σvελ. 102:

5

Orismìc 6.4 (IsodÔnama mètra).
'Esvtw o q¸roc mètrou (Ω, Ft). DÔo mètra Q, P kaloÔntai ισvοδύναμα svton (Ω, Ft) an gia k�je

endeqìmeno A ∈ Ft me Q (A) = 0 isvqÔei ìti P (A) = 0. An epiprìsvjeta ta mètra Q, P eÐnai mètra
pijanìthtac tìte isvqÔei epiplèon ìti gia k�je endeqìmeno B ∈ Ft me Q (B) = 0, ja èqoume ìti kai
P (A) = 0. Sumbolik�, gr�foume Q ∼ P.
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P (t, T ) = EQ

[
β (t)

β (T )
| Ft

]
= EQ

[
e−
´ T
t r(s)ds | Ft

]
(6.9)

΄Οπως εύσvτοχα σvυμπληρώνει η Klebaner [56]:

῾῾Η σvχέσvη (6.9) δείχνει ότι ένα T -ομόλογο μπορεί να θεωρηθεί ως ένα παράγωγο
(derivative) σvτο επιτόκιο τρέχουσvας τοποθέτησvης (spot rate)᾿᾿.

Παρατήρηση 6.6.
Από την (6.9) φαίνεται ξεκάθαρα ότι για κάθε t ∈ [0, T ∗] η απεικόνισvη

(t, +∞) 3 T 7→ P (t, T ) ∈ [0, +∞)

είναι εκθετικά φθίνουσvα αν υποθέσvουμε ότι το επιτόκιο τρέχουσvας τοποθέτησvης είναι r (t) ≥
0 σvχεδόν6 για κάθε t ∈ [0, T ∗]. Το γεγονός αυτό σvυνάδει αρμονικά με το γράφημα της
σvελ. 96, το οποίο είναι και το αναμενόμενο.

Συνεπώς, από τις (6.8) (6.9) έχουμε και τον ακόλουθο ορισvμό:

Ορισμός 6.7 (Τιμή ομολόγου ουδέτερη στον κίνδυνο).
΄Εσvτω μια Ft-μετρήσvιμη τ.μ. Y : Ω→ [0, +∞). Τότε το τυχαίο πεδίο

P (t, T ; Y ) := EQ
[
Y e−

´ T
t r(s)ds | Ft

]
καλείται η Q-κινδυνοουδέτερη τιμή (Q-risk-neutral price) της Y τη σvτιγμή t ∈ [0, T ∗].

6.2 Montèla omolìgwn prosvarmosvmèna svthn kÐnhsvh

Brown

Σε αυτή την ενότητα σvτόχο μας είναι να παράγουμε την Στοχασvτική Διαφορική Εξίσvωσvη

(ΣΔΕ) για την τιμή ομολόγου, P (t, T ), υπό το μέτρο πιθανότητας Q, ξεκινώντας μόνο
από την ΙΜΜ Υπόθεσvη. Η ΣΔΕ υπό το μέτρο πιθανότητας, P, παράγεται τότε άμεσvα, ως
σvυνέπεια μιας ιδιότητας αναπαράσvτασvης των σvτοχασvτικών ανελίξεων. Ως σvυνήθως, αυτή

η ιδιότητα υποδεικνύει την ύπαρξη κάποιων σvυγκεκριμένων ανελίξεων, αλλά δε μας λέει

τίποτα για το πως να τις βρούμε.

Ας θεωρήσvουμε τον χώρο πιθανότητας (Ω, Ft, P). Υποθέτουμε ότι η ανέλιξη r (t) των
spot rates παράγει τη σv-άλγεβρα Ft, και ότι η ανελίξεις των ομολόγων P (t, T ), είναι για

6EnnooÔme ìti h pijanìthta

P [r (t) ≥ 0] = 1 ∀ t ∈
[
0, T ∗

]
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κάθε t ≤ T < T ∗ FBP
t -προσvαρμοσvμένες. Η ΙΜΜ Υπόθεσvη δίνει την τιμή του ομολόγου

από την εξίσvωσvη (6.9). Το martingale

Zt :=
P (t, T )
β (t)

= EQ
[
e−
´ T
0 r(s)ds | Ft

]
(6.10)

είναι Ft-προσvαρμοσvμένο. Από ένα γνωσvτό αποτέλεσvμα της Στοχασvτικής Ανάλυσvης (βλ. [29])
υπάρχει προσvαρμοσvμένη ανέλιξη, Xt, της μορφής X (t) =

´ t
0 υ (t, T ) dBQ

t , όπου B
Q
t είναι

μία Q-κίνησvη Brown, τέτοια ώσvτε

d
(
P (t, T )
β (t)

)
=

(
P (t, T )
β (t)

)
dXt

= υ (t, T )
(
P (t, T )
β (t)

)
dBQ

t

(6.11)

΄Ομως, επειδή η P (t,T )
β(t) είναι σvτοχασvτική ανέλιξη, το διαφορικό d

(
P (t,T )
β(t)

)
είναι σvτοχασvτικό

και πρέπει να υπολογισvτεί σvύμφωνα με το Θεώρημα 1.24 σvε διαφορική μορφή, επιλέγοντας
f (x, y) = x

y . Τότε για την ανέλιξη Zt =
Pt(T )
βt
έχουμε:

dZt =fx (Pt (T ) , βt) dPt (T ) + fy (Pt (T ) , βt) dβt + fxx (Pt (T ) , βt) d (Pt (T ))2

+ fxy (Pt (T ) , βt) dPt (T ) dβt + fyy (Pt (T ) , βt) dβ2
t

Ακολουθώντας τις πράξεις σvτην (1.27), σvελ. 14 βρίσvκουμε:

dY 2
t = 0, dXtdYt = 0

fx (Pt (T ) , βt) =
1
βt

fy (Pt (T ) , βt) = −
Pt (T )

β2
t

fxy (Pt (T ) , βt) = −
1
β2
t

fxx (Pt (T ) , βt) = 0

fyy (Pt (T ) , βt) =
Pt (T )

β3
t


(6.12)

Η (6.11) από την (6.12) και τον ορισvμό (6.4) της βt γίνεται:

d
(
P (t, T )
β (t)

)
= fx (Pt (T ) , βt) dPt (T ) + fy (Pt (T ) , βt) dβt

=
1
βt
dPt (T )−

Pt (T )

β2
t

rtβtdt
(6.13)

Και, σvυνεπώς, καταλήγουμε σvτην ΣΔΕ για την τιμή του T -ομολόγου, P (t, T ), υπό το
ΙΜΜ μέτρο πιθανότητας Q:

dP
P (t, T ) = r (t) dt+ υ (t, T ) dBQ

t (6.14)

Αυτή είναι και η εξίσvωσvη τιμολόγησvης για τα ομόλογα και τα δικαιώματα πάνω σvε αυτά
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(βλ. §5.8).

Παρατήρηση 6.8.
Παρατηρούμε ότι η απόδοσvη ενός λογαριασvμού καταθέσvεων με σvυνεχή, τυχαίο ανατο-

κισvμό r (t) ικανοποιεί την (6.4). Αντίθετα, ένα ομόλογο ικανοποιεί την (6.14) η οποία
είναι ίδια η (6.4) με την προσvθήκη ενός σvτοχασvτικού όρου σ (t, T ) dBQ

t . Συνεπώς, αυτό

κάνει τις επενδύσvεις σvε ομόλογα να έχουν μεγαλύτερο ρίσvκο από ότι (οι επίσvης τυχαίες)

αποδόσvεις ενός λογαριασvμού καταθέσvεων.

Στη σvυνέχεια θα βρούμε την ΣΔΕ για την τιμή ενός T -ομολόγου υπό το ῾῾πραγματικό᾿᾿

μέτρο πιθανότητας P. Επειδή τα μέτρα πιθανότητας είναι ισvοδύναμα (P ∼ Q), από το
Θεώρημα Αναπαράσvτασvης των Martingales [29] υπάρχει μια FBP

T ∗ -προσvαρμοσvμένη, τετρα-

γωνικά ολοκληρώσvιμη ανέλιξη τQ: [0, T ]×Ω→ R τέτοια ώσvτε

ZQ (t) := 1 +
ˆ t

0
τQ (s) dBs (6.15)

όπου ZQ (t) ≡ dQ
dP

∣∣∣
Ft
για κάθε 0 ≤ t <∞ το αντίσvτοιχο εκθετικόmartingale (exponential

martingale). Επειδή ZQ (·) > 0 σv.β., μπορούμε να ορίσvουμε την ανέλιξη

qQ (t) :=
τQ

ZQ
(t)

για κάθε 0 ≤ t <∞ και να καταλήξουμε ότι η

ZQ (t) = 1 +
ˆ t

0
ZQ (s) qQ (s) dBs

είναι μια ΣΔΕ με λύσvη

ZQ (t) = exp
(ˆ t

0
qQ (s) dBs −

1
2

ˆ t

0

(
qQ (s)

)2
ds
)

(6.16)

Το γνωσvτό Θεώρημα Girsanov μας εξασvφαλίζει, τελικά, ότι η ανέλιξη

BP
t := BQ

t −
ˆ t

0
qQ (s) ds (6.17)

είναι μια κίνησvη Brown υπό το μέτρο P. Για να απλοποιήσvουμε τους σvυμβολισvμούς, σvτο
εξής θα αναφερόμασvτε σvτην ανέλιξη της (6.17) ως απλά Bt. Αντικαθισvτώντας τη διαφορική
μορφή της (6.17) Bt = BQ

t − qQ (t) dt σvτην (6.14), σvυμπεραίνουμε την ΣΔΕ για την τιμή
του T -ομολόγου υπό το P:

dP
P (t, T ) =

(
r (t)− υ (t, T ) qQ (t)

)
dt+ υ (t, T ) dBt (6.18)
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Παρατήρηση 6.9.
Από την (6.18) έπεται ότι η ανέλιξη −qQ (·) είναι η υπερβάλλουσvα απόδοσvη (excess

return) του ομολόγου, πάνω από το χωρίς ρίσvκο επιτόκιο, εκπεφρασvμένη σvτις σvυνήθεις
μονάδες·δεν είναι άλλο από το γνωσvτό μας risk premium της §5.5. Πρόκειται ουσvιασvτι-
κά για την ανταμοιβή που ζητάει η αγορά των ομολόγων για το ρίσvκο που αναλαμβάνει

επενδύοντας σvε ένα τέτοιο ομόλογο.

΄Ομως, τα προηγούμενα θεωρήματα μίλησvαν απλώς για την ύπαρξη της ανέλιξης qQ (·) και
τα μοντέλα (6.14) και (6.18) δε μπορούν από μόνα τους να μας βοηθήσvουν σvτον υπολογισvμό
της. Μόνο η αγορά μπορεί να κάνει κάτι τέτοιο! Παρολαυτά, η σvυνηθέσvτερη υπόθεσvη είναι

να παίρνουμε ότι qQ (t) = q είναι μια σvταθερά.

6.3 Di�fora eÐdh epitokÐwn: Suneq  PerÐptwsvh

Ο σvτόχος αυτής της ενότητας είναι να γενικεύσvουμε κατάλληλα τα πρακτικά αποτελέσvματα

της §5.7, ώσvτε να μπορούν να χρησvιμοποιηθούν σvτα μοντέλα (6.14) και (6.18). Αρχικά, θα
ορίσvουμε το επιτόκιο πρόσvω forward rate διαισvθητικά μέσvω ενός παραδείγματος.
Θεωρούμε τους χρόνους 0 ≤ t ≤ S < T < ∞. Τη σvτιγμή t κάνουμε ένα σvυμβό-
λαιο, εκδίδουμε (πουλάμε) ένα S-ομόλογο και παίρνουμε (δανειζόμασvτε) $P (t, S). Χρησvι-
μοποιώντας όλο αυτό το κεφάλαιο, έσvτω ότι επενδύουμε σvε (αγοράζουμε) P (t,S)

P (t,T ) -το πλήθος

T -ομόλογα. Η NPVt, λοιπόν, της επένδυσvής μας (τη σvτιγμή t) ισvούται με μηδέν. Τη σvτιγ-

μή S, το S-ομόλογο λήγει και σvυνεπώς ως εκδότες του πληρώνουμε $1 σvτον επενδυτή του.
Τη (μεταγενέσvτερη) σvτιγμή T τώρα, το T -ομόλογο λήγει, και σvυνεπώς παίρνουμε $P (t,S)

P (t,T ) .

Σύμφωνα με το προηγούμενο σvυμβόλαιο τη σvτιγμή t, μια επένδυσvη ενός δολλαρίου αποφέρει

τη σvτιγμή S με ένα χωρίς κίνδυνο επιτόκιο $P (t,S)
P (t,T ) , τη σvτιγμή T .

Το χωρίς κίνδυνο επιτόκιο αυτό καλείται προθεσvμιακό επιτόκιο ή επιτόκιο πρόσvω ενός

ομολόγου που λήγει κάπου μεταξύ του χρονικού διασvτήματος [S, T ] που εκδόθηκε τη
σvτιγμή t, και θα το σvυμβολίζουμε ως R (t; S, T ). Το σvυνεχές ανάλογο της (6.2) δίνει σvε
αυτήν την περίπτωσvη τη σvχέσvη

P (t, S)
P (t, T ) = exp (R (t; S, T ) · (T − S))

Συνεπώς, έχουμε τον ακόλουθο ορισvμό:

Ορισμός 6.10 (Προθεσμιακό επιτόκιο στο διάστημα [S,T]).
΄Εσvτω η ακολουθία χρόνων 0 ≤ t ≤ S < T < ∞. ΄Εσvτω, επίσvης, ομόλογο χωρίς
κουπόνια με λήξη κάπου μεταξύ του χρονικού διασvτήματος [S, T ], που εκδόθηκε τη σvτιγμή
t. Το κινδυνοουδέτερο επιτόκιο R (t; S, T ) αυτού του ομολόγου καλείται προθεσvμιακό
επιτόκιο (ή επιτόκιο πρόσvω ) σvτο διάσvτημα [S, T ] (forward rate in [S, T ]) υπολογισvμένο
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τη σvτιγμή t και δίνεται από τη σvχέσvη

R (t; S, T ) := − 1
T − S [lnP (t, T )− lnP (t, S)] (6.19)

Στέλνοντας σvτη σvυνέχεια το S → t, lnP (t, t) ≡ 1, και σvυνεπώς ορίζουμε

Ορισμός 6.11 (Βραχυπρόθεσμο επιτόκιο στο διάστημα [t,T]).
΄Εσvτω η ακολουθία χρόνων 0 ≤ t < T <∞. ΄Εσvτω, επίσvης, T -ομόλογο χωρίς κουπόνια,
που εκδόθηκε τη σvτιγμή t. Η απόδοσvη αυτού του T -ομολόγου, που εκδόθηκε τη σvτιγμή t,

καλείται βραχυπρόθεσvμο επιτόκιο ή επιτόκιο τρέχουσvας τοποθέτησvης

(spot rate) για το διάσvτημα [t, T ] και δίνεται από τη σvχέσvη

R (t; T ) := R (t; t, T ) = − 1
T − t [lnP (t, T )] (6.20)

Σχόλιο 6.12.
Σύμφωνα με την Παρατήρηση 5.7 της σvελ. 102 το βραχυπρόθεσvμο επιτόκιο spot rate δεν
ταυτίζεται με το επιτόκιο ως τη λήξη (Yield To Maturity, YTM). Αυτό είναι μια εσvφαλμένη
ερμηνεία των επιτοκίων, που σvυναντάται σvε πολλά σvυγγράμματα Στοχασvτικών Οικονομικών

Μαθηματικών γραμμένα από Μαθηματικούς (βλ. για παράδειγμα [56] σvελ. 323). Στο [4],

σvελ. 361 παρατίθεται η ορθή (οικονομική) ερμηνεία του ΥΤΜ.

Ορισμός 6.13 (Καμπύλη Αποδόσεων).
Για σvταθερό t, η απεικόνισvη

(t, +∞) 3 T 7→ R (t; T ) ∈ (0, +∞) (6.21)

καλείται Καμπύλη Αποδόσvεων (Term Structure of Interest Rates ή και Yield Curve) τη
σvτιγμή t, και προσvδιορίζει επίσvης τις τιμές των ομολόγων από τη σvχέσvη

P (t, T ) = e−R(t; T )·(T−t) (6.22)

Παρατήρηση 6.14.
Κατά την Παρατήρηση 6.2 για ένα ομόλογο με κουπόνια, η (6.22) λόγω της (6.1) γίνεται

Pcoupon (t) =
n∑
i=1

t∈(Ti−1,Ti]

ci e
−Rcoupon(t)·(Ti−t) + e−Rcoupon(t)·(Tn−t)

Παίρνοντας ένα h > 0 και θέτοντας σvτην (6.19) S := T − h έχουμε

lim
h→0+

R (t; T − h, T ) = lim
h→0+

{
−1
h
[lnP (t, T )− lnP (t, T − h)]

}
= −∂ lnP

∂T
(t, T )
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Ορισμός 6.15. [Στιγμιαίο προθεσμιακό επιτόκιο και καμπύλη προθεσμιακών επιτοκίων]
΄Εσvτω η ακολουθία χρόνων 0 ≤ t < T <∞. ΄Εσvτω, επίσvης, T -ομόλογο χωρίς κουπόνια,
που εκδόθηκε τη σvτιγμή t. Τότε το σvτιγμιαίο επιτόκιο μέλλουσvας τοποθέτησvης ή απλά το

σvτιγμιαίο προθεσvμιακό επιτόκιο (instantaneous forward rate) του προηγούμενου ομολόγου
με τιμή P (t, T ) θα σvυμβολίζεται ως f (t, T ) και δίνεται από τη σvχέσvη

f (t, T ) := −∂ lnP
∂T

(t, T ) (6.23)

Επιπρόσvθετα, η απεικόνισvη

(t, +∞) 3 T 7→ f (t, T ) ∈ (0, +∞) (6.24)

καλείται Καμπύλη Προθεσvμιακών Επιτοκίων (Forward-Rate Curve) τη σvτιγμή t.

Ολοκληρώνοντας την (6.23) για t ≤ s ≤ T σvτο διάσvτημα [s, T ] παίρνουμε

P (t, T ) = P (t, s) exp
(
−
ˆ T

s
f (t, u) du

)
(6.25)

και θέτοντας s := t σvτην (6.25) έχουμε την τιμή ενός T -ομολόγου από τα προθεσvμιακά
επιτόκια

P (t, T ) = exp
(
−
ˆ T

t
f (t, u) du

)
(6.26)

Το σvτιγμιαίο επιτόκιο τρέχουσvας τοποθέτησvης (instantaneous spot rate) τη σvτιγμή t είναι
επομένως

r (t) := f (t, t) (6.27)

΄Ετσvι, είναι άμεσvος (και ίδιος) ο ορισvμός της β (t) της εξίσvωσvης (6.3) ως σvτοχασvτικής
ανέλιξης.

Η σvύγκρισvη του ορισvμού (6.23) και της προηγούμενης ισvότητας (6.20) αποκαλύπτει την
σvχέσvη

R (t; T ) = 1
T − t

ˆ T

t
f (t, u) du (6.28)

δηλαδή τα βραχυχρόνια επιτόκια είναι, διαισvθητικά, ῾῾μέσvοι όροι᾿᾿ των σvτιγμιαίων προθεσvμι-

ακών επιτοκίων. Η σvχέσvη (6.28) δείχνει ότι κατά κάποιον τρόπο τα σvτιγμιαία επιτό-
κια πρόσvω είναι πιο θεμελιώδεις ποσvότητες από τα επιτόκια τρέχουσvας τοποθέτησvης και,

σvυνεπώς, ένα πιο ῾ ἑλκυσvτικό᾿᾿ σvημείο αναφοράς ανάπτυξης μοντέλων των δυναμικών (dyna-
mics) των αποδόσvεων.

Σχόλιο 6.16.
Βλέπουμε εδώ ότι η r (·) δεν μπορεί να είναι σvταθερά όπως σvτο μοντέλο των Black-

Scholes, αφού από τον ορισvμό της σvτην εξίσvωσvη (6.27) είναι μια (γνήσvια) σvτοχασvτική
ανέλιξη.
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Προς την κατεύθυνσvη του modelling της τιμής T -ομολόγων θεωρώντας σvτοχασvτικά
επιτόκια χρειαζόμασvτε πρώτα ένα μοντέλο περιγραφής των σvτιγμιαίων επιτοκίων επιτοκίων

τρέχουσvας τοποθέτησvης. ΄Επειτα, μέσvω της εξ. (6.9) και της ουσvιασvτικής βοήθειας της
Feynman-Kač formula θα δούμε πως μπορούμε να καταλλήξουμε σvε κάποια μοντέλα με
επιθυμητές ιδιότητες (βλ.Πίνακα 6.1). Με το ακόλουθο Θεώρημα αποδεικνύουμε μια πρώτη
σvύνδεσvη μεταξύ των εξισvώσvεων περιγραφής των προθεσvμιακών επιτοκίων και αυτών που

περιγράφουν τα βραχυχρόνια επιτόκια.

Θεώρημα 6.17.
΄Εσvτω ένα T -ομόλογο και μια χρονική σvτιγμή t ∈ [0, T ]. ΄Εσvτω ότι το σvτιγμιαίο προ-
θεσvμιακό επιτόκιο τη σvτιγμή t, f (t, T ), ικανοποιεί την ΣΔΕ (υπό το μέτρο πιθανότητας
P)

df (t, T ) = α (t, T ) dt+ σ (t, T ) dBt (6.29)

όπου {Bt} είναι μία P-κ.Β. και οι ανελίξεις7 α (·, T ), σ (·, T ) είναι Ft-προσvαρμοσvμένες και
σvυνεχείς. Τότε το βραχυχρόνιο επιτόκιο τη σvτιγμή t, r (t) είναι ανέλιξη Itô και έχει ΣΔΕ
της μορφής

dr (t) = κ (t) dt+ λ (t) dBt (6.30)

όπου

κ (t) := α (t, t) + ∂

∂T
f (t, T )

∣∣∣∣
T=t

και λ (t) := σ (t, t) (6.31)

Απόδειξη. Για 0 ≤ t ≤ τ ≤ T ολοκληρώνοντας την (6.29) σvτο [0, T ] παίρνουμε

f (t, τ ) = f (0, τ ) +
ˆ t

0
α (s, τ ) ds+

ˆ t

0
σ (s, τ ) dBs (6.32)

Η (6.32) για τ := t λόγω του ορισvμού (6.27) δίνει

r (t) = f (0, τ ) +
ˆ t

0
α (s, τ ) ds+

ˆ t

0
σ (s, τ ) dBs (6.33)

Από την άλλη, από το Θεμελιώδες Θεώρημα του Ολοκληρωτικού λογισvμού έχουμε τις

εκφράσvεις

f (0, τ ) = f (0, 0) +
ˆ t

0

∂

∂T
f (0, T )

∣∣∣∣
T=u

du

= r (0) +
ˆ t

0

∂

∂T
f (0, T )

∣∣∣∣
T=u

du

α (s, τ ) = α (s, s) +
ˆ t

s

∂

∂T
α (s, T )

∣∣∣∣
T=u

du

σ (s, τ ) = σ (s, s) +
ˆ t

s

∂

∂T
σ (s, T )

∣∣∣∣
T=u

du

7Akribèsvtera, kat� thn uposvhmeÐwsvh thc svel. 110 prìkeitai gia tuqaÐa pedÐa.
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Από τις οποίες, η σvχέσvη (6.33) γίνεται

r (t) = r (0) +
ˆ t

0

∂

∂T
f (0, T )

∣∣∣∣
T=u

du

+

ˆ t

0
α (s, s) ds+

ˆ t

0
σ (s, s) dBs

+

ˆ t

s

∂

∂T
α (s, T )

∣∣∣∣
T=u

du

+

ˆ t

s

∂

∂T
σ (s, T )

∣∣∣∣
T=u

du

Εφαρμόζοντας τη σvτοχασvτική μορφή του Θεωρήματος Fubini8 εναλλάσvσvουμε τα ολοκληρώ-
ματα και παίρνουμε

r (t) = r (0) +
ˆ t

0
α (s, s) ds+

ˆ t

0
σ (s, s) dBs

+

ˆ t

0

 ∂

∂T
f (0, T )

∣∣∣∣
T=u

+

ˆ u

0

∂

∂T
α (s, T )

∣∣∣∣
T=u

ds

+

ˆ u

0

∂

∂T
σ (s, T )

∣∣∣∣
T=u

ds

du

(6.34)

Η (6.32) απλοποιεί κατά πολύ την (6.34) και δίνει

r (t) = r (0) +
ˆ t

0
α (s, s) ds+

ˆ t

0
σ (s, s) dBs

+

ˆ t

0

∂

∂T
f (u, T )

∣∣∣∣
T=u

du

= r (0) +
ˆ t

0

[
α (s, s) + ∂

∂T
f (s, T )

∣∣∣∣
T=s

]
ds

+

ˆ t

0
σ (s, s) dBs

Η εφαρμογή των ορισvμών της (6.31) δίνει τελικά το ζητούμενο (σvε ολοκληρωτική ανα-
παράσvτασvη):

r (t) = r (0) +
ˆ t

0
κ (s) ds+

ˆ t

0
λ (s) dBs

Σχόλιο 6.18.
Οι σvτοχασvτικές ανελίξεις α (·, T ), σ (·, T ) και οι αρχικές σvυνθήκες f (0, T ) καλούνται
παράμετροι του μοντέλου (6.29) και υπολογίζονται μέσvω μιας διαδικασvίας που λέγεται cali-
bration. Η υπόθεσvη (6.29) που κάναμε για τα επιτόκια πρόσvω, σvτη βιβλιογραφία αναφέρεται
ως η HJM Συνθήκη Συμβατότητας, από την έρευνα των Heath-Jarrow-Morton [35].

8Gia mia apìdeixh bl. [86].
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Θεώρημα 6.19.
΄Εσvτω ένα T -ομόλογο και μια χρονική σvτιγμή t ∈ [0, T ]. ΄Εσvτω ότι η τιμή του T -
ομολόγου, P (t, T ), τη σvτιγμή t, ικανοποιεί την ΣΔΕ (6.18) (υπό το μέτρο πιθανότητας
P), δηλαδή κυβερνάται από τα δυναμικά

dP
P

(t, T ) = m (t, T ) dt+ υ (t, T ) dBt

όπου m (t, T ) := r (t)− υ (t, T ) qQ (t).

Τότε το σvτιγμιαίο επιτόκιο πρόσvω τη σvτιγμή t, f (t, T ), ικανοποιεί την ΣΔΕ (6.29):

df (t, T ) = α (t, T ) dt+ σ (t, T ) dBt

όπου

α (t, T ) = υ (t, T ) ∂υ
∂T

(t, T )− ∂m

∂T
(t, T )

σ (t, T ) = − ∂υ
∂T

(t, T )

Απόδειξη. Ο ορισvμός του σvτιγμιαίου προθεσvμιακού επιτοκίου (6.23):

f (t, T ) := −∂ lnP
∂T

(t, T )

σvυνεπάγεται ότι

df (t, T ) := −∂d lnP
∂T

(t, T )

΄Ομως, το διαφορικό d lnP (t, T ) είναι σvτοχασvτικό και σvυνεπώς δεν υπολογίζεται με τους
νόμους της κλασvικής Ανάλυσvης, αλλά με την εφαρμογή του κανόνα του Itô, του Κεφ. 1:

− ∂
∂T [d lnP (t, T )] = − ∂

∂T

[
1

P (t,T )dP (t, T )− 1
2P 2(t,T ) (dP (t, T ))2

]
= − ∂

∂T

[(
m (t, T )− 1

2 (υ (t, T ))
2
)

dt+ υ (t, T ) dBt
]

=
[
−∂m
∂T (t, T ) + υ (t, T ) ∂υ∂T (t, T )

]
dt− ∂υ

∂T (t, T ) dBt

Δηλαδή, τελικά, έχουμε τη ζητούμενη έκφρασvη (6.29)

df (t, T ) = α (t, T ) dt+ σ (t, T ) dBt

Το Θεώρημα 6.19 προσvδιορίζει τα δυναμικά της Καμπύλης Προθεσvμιακών Επιτοκίων και
μας λέει ότι τα σvτιγμιαία επιτόκια πρόσvω είναι ανελίξεις Itô . Ισvχύει και αντίσvτροφα με την
ακόλουθη έννοια.

Θεώρημα 6.20.
Εάν τα σvτιγμιαία επιτόκια πρόσvω f (·, T ) ικανοποιούν τα δυναμικά της (6.29), τότε οι
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τιμές ενός T -ομολόγου P (t, T ) είναι ανελίξεις Itô και ικανοποιούν τα δυναμικά της (6.18):

dP
P

(t, T ) =
[
r (t) +A (t, T ) + 1

2 (S (t, T ))2
]

dt+ S (t, T ) dBt (6.35)

όπου

A (t, T ) := −
ˆ T

t
α (t, τ ) dτ , S (t, T ) := −

ˆ T

t
σ (t, τ ) dτ (6.36)

Απόδειξη. Η εξίσvωσvη (6.26) σvυνεπάγεται ότι

P (t, T ) = eY (t,T ) (6.37)

όπου

Y (t, T ) = −
´ T
t f (t, τ ) dτ

= −
´ T
t f (0, τ ) dτ −

´ T
t

´ t
0 α (u, τ ) du dτ −

´ T
t

´ t
0 σ (u, τ ) dBudτ

Χρησvιμοποιώντας το Θεώρημα Fubini εναλλάσvσvουμε τα ολοκληρώματα, και σvτη σvυνέχεια
τα ῾῾σvπάμε᾿᾿ σvε περισvσvότερα:

Y (t, T ) = −
´ T
t f (0, τ ) dτ −

´ t
0
´ T
t α (u, τ ) dτ du−

´ t
0
´ T
t σ (u, τ ) dτ dBu

= −
´ T

0 f (0, τ ) dτ −
´ t

0
´ T
u α (u, τ ) dτ du−

´ t
0
´ T
u σ (u, τ ) dτ dBu

+
´ T

0 f (0, τ ) dτ −
´ t

0
´ T
u α (u, τ ) dτ du−

´ t
0
´ T
u σ (u, τ ) dτ dBu

Εφαρμόζουμε Θεώρημα Fubini και πάλι
Y (t, T ) = Y (0, T )−

´ t
0
´ T
u α (u, τ ) dτ du−

´ t
0
´ T
u σ (u, τ ) dτ dBu

= −
´ T

0 f (0, τ ) dτ −
´ t

0
´ T
u α (u, τ ) dτ du−

´ t
0
´ T
u σ (u, τ ) dτ dBu

+
´ T

0
[
f (0, τ ) +

´ τ
0 α (u, τ ) du+

´ τ
0 σ (u, τ ) dBu

]
dτ

= Y (0, T )−
´ t

0
´ T
u α (u, τ ) dτ du−

´ t
0
´ T
u σ (u, τ ) dτ dBu

+
´ T

0 f (τ , τ ) dτ

= Y (0, T ) +
´ t

0 r (τ ) dτ −
´ t

0
´ T
u α (u, τ ) dτ du

−
´ t

0
´ T
u σ (u, τ ) dτ dBu

Εφαρμόζοντας την Itô formula σvτην (6.37) παίρνουμε

dP (t, T ) = d
[
eY (t,T )

]
= P (t, T ) dY (t, T ) + 1

2P (t, T ) (dY (t, T ))2
(6.38)

Εφαρμόζοντας σvτην (6.38) τον κανόνα γινομένου (1.29) της σvελ. 14, και χρησvιμοποιώντας
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τα προηγούμενα παίρνουμε τελικά το ζητούμενο:

dP
P

(t, T ) =

r (t)− ˆ T

t
α (t, τ ) dτ + 1

2

(ˆ T

t
σ (t, τ ) dτ

)2
dt

+

[
−
ˆ T

t
σ (t, τ ) dτ

]
dBt

=

[
r (t) +A (t, T ) + 1

2 (S (t, T ))2
]

dt+ S (t, T ) dBt

Παρατήρηση 6.21.
Ενθυμούμενοι την εξίσvωσvη για το χαρτοφυλάκιο ομολόγων (6.7) της σvελ. 111 θα μπο-
ρούσvαμε να χρησvιμοποιήσvουμε τα δυναμικά της (6.35) επενδύοντας σvε ομόλογα που λήγουν
σvήμερα. Αυτό μαθηματικά ερμηνεύεται θέτοντας

µC (t, T ) := δ (t, T ) =

1, αν t = T

0, αν t 6= T

και λαμβάνοντας

dV
V

(t) =

[
r (t) +A (t, t) + 1

2 (S (t, t))2
]

dt+ S (t, t) dBt

= r (t) dt

Ισvοδύναμα:

V (t) = e
´ t
0 r(s)ds

Δηλαδή καταλήξαμε ότι η V (t) ταυτίζεται με την ανέλιξη β (t) της σvελ. 109. Γι΄ αυτό, το

χαρτοφυλάκιο ομολόγων (6.7) είναι το λεγόμενο replicating portfolio για τις επενδύσvεις
μας.

Κατά τα σvχόλια της §6.2 θα μπορούσvαμε να ξαναγράψουμε τα δυναμικά της τιμής ενός
T -ομολόγου της (6.35) ως προς τη νέα κ.Β.

{
BQ
t

}
t≥0
υπό το ΙΜΜ μέτρο πιθανότητας Q:

d
(
P (t, T )
β (t)

)
=
P (t, T )
β (t)

{[
A (t, T ) + 1

2 (S (t, T ))2
]

dt+ S (t, T ) dBQ
t

}
(6.39)

Αλλά η ΙΜΜ Υπόθεσvη, όπως αναφέραμε σvτη σvελ. 113 σvυνεπάγεται ότι η προηγούμενη

ανέλιξη Itô είναι ένα Q-martingale και σvυνεπώς από το Λήμμα 1.23 του Κεφ. 1 θα έχει
drift ίσvο με μηδέν. Δηλαδή η ΙΜΜ Υπόθεσvη απαιτεί

A (t, T ) + 1
2 (S (t, T ))2 ≡ 0
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και μια απλή παραγώγισvη ως προς την μεταβλητή T της λήξης των T -ομολόγων δίνει

∂

∂T
A (t, T ) + S (t, T ) ∂

∂T
S (t, T ) = 0

Ενθυμούμενοι τους ορισvμούς των A (t, T ), S (t, T ) σvτη σvχέσvη (6.36) καταλήγουμε σvτη
σvυνθήκη

α (t, T ) = σ (t, T ) ·
(ˆ T

t
σ (t, u) du

)
(6.40)

Η σvυνθήκη αυτή είναι γνωσvτή ως HJM Συνθήκη Συμβατότητας (HJM Compatibility
Condition) ή ως HJM Συνθήκη Μη Κερδοσvκοπίας [35].
Συνοψίζουμε τα προηγούμενα κρίσvιμα αποτελέσvματα σvτο επόμενο Πόρισvμα.

Πόρισμα 6.22 (Τιμή ομολόγου μοντελοποιώντας τα επιτόκια πρόσω).
Αν ικανοποιείται η HJM Συνθήκη Συμβατότητας (6.40), και τα βραχυπρόθεσvμα επιτόκια
δίνονται από ένα μοντέλο της μορφής της (6.30)

dr (t) = κ (t) dt+ σ (t, t) dBt (6.41)

τότε τα προθεσvμιακά επιτόκια θα ικανοποιούν υπό το κινδυνοουδέτερο μέτρο Q την ΣΔΕ

df (t, T ) = σ (t, T ) ·
(ˆ T

t
σ (t, u) du

)
dt+ σ (t, T ) dBQ

t (6.42)

Επιπρόσvθετα, η τιμή ενός T -ομολόγου θα ικανοποιεί τις ακόλουθες εξισvώσvεις για κάθε

χρονική σvτιγμή t ≤ T :

dP (t, T ) = P (t, T ) ·
{
r (t) dt−

(ˆ T

t
σ (t, τ ) dτ

)
dBQ

t

}
(6.43)

P (t, T ) = P (0, T ) e
´ t
0

[
r(s)− 1

2 (
´ T
s σ(s,u)du)

2
]

ds−
´ t
0 [
´ T
s σ(s,u)du]dBs

(6.44)

Απόδειξη. Η κλεισvτή μορφή (6.44) για την τιμή ενός T -ομολόγου προκύπτει ως η λύσvη της
ΣΔΕ (6.43).

Χρησvιμοποιώντας την (6.44) για δύο ημερομηνίες λήξης T1 66= T2, έχουμε το ακόλουθο

αποτέλεσvμα.

Πόρισμα 6.23 (Σχέση ομολόγων με διαφορετικές ημερομηνίες λήξης).
΄Εσvτω ένα T1-ομόλογο και ένα T2-ομόλογο με διαφορετικές ημερομηνίες λήξης. Τότε

για κάθε t ≤ T1 < T2 οι τιμές των δύο αυτών ομολόγων σvυνδέονται μέσvω της σvχέσvης

P (t, T2) =
P (0, T2)

P (0, T1)
P (t, T ) e

´ t
0

[
− 1

2

(´ T2
T1

σ(s,u)du
)2
]

ds−
´ t
0

[´ T2
T1

σ(s,u)du
]

dBs
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Παρατήρηση 6.24.
Αν η ΣΔΕ (6.42) επιλύεται σvε κλεισvτή μορφή, τότε η αναγκαία τιμή της r (t) σvτον τύπο
(6.44) θα δίνεται από τον ορισvμό (6.27):

r (t) := f (t, t)

Κάτι τέτοιο όμως είναι εξαιρετικά σvπάνιο και γι΄ αυτό η σvυνήθης πρακτική είναι αντιμετώπισvη

της (6.42) με (σvτοχασvτική) προσvομοίωσvη (βλ. για παραάδειγμα τον Αλγ. B.4, σvελ. 144).
Ωσvτόσvο, σvτα μοντέλα που θεωρούμε σvτην μετέπειτα §6.5 παραθέτουμε αναλυτική λύσvη
σvτην τιμή του ομολόγου και σvτην Καμπύλη των Αποδόσvεων.

6.4 Montèla gia to spot rate

΄Οπως αναφέραμε σvτο Πόρισμα 6.22 ένα μοντέλο για τη τιμή ενός T -ομολόγου μπορεί να
αναπτυχθεί μέσvω ενός μοντέλου για τα (σvτιγμιαία) βραχυπρόθεσvμα επιτόκια. Επιπρόσvθετα,

μέσvω της (6.20) δύναται να υπολογισvτεί και η Καμπύλη των Αποδόσvεων (Term Structure
of Interest Rates ή και Yield Curve). Τα μοντέλα αυτά ορίζονται υπό το ῾῾πραγματικό᾿᾿
μέτρο πιθανότητας P, και το r (t) θεωρείται ότι ακολουθεί μια ΣΔΕ της μορφής (6.41)

dr (t) = κ (r (t)) dt+ σ (r (t)) dBt (6.45)

Ωσvτόσvο, γνωρίζουμε ότι η τιμή P (t, T ) του T -ομολόγου ικανοποιεί την (6.9)

P (t, T ) = EQ
[
e−
´ T
t r(s)ds | Ft

]
Παρατηρώντας την τελευταία σvχέσvη, βλέπουμε ότι χρειάζεται τον υπολογισvμό της σv.α.

r (·)(≡ r (·, T )) υπολογισvμένη υπό το P, ενώ η ζητούμενη μέσvη τιμή είναι ως προς το
κινδυνοουδέτερο μέτρο πιθανότητας Q! Συνεπώς, χρειάζεται η ΣΔΕ που ικανοποιεί η r (·)
υπό το Q.

Μια πρώτη προσvέγγισvη θα ήταν να εκφράσvουμε τη προηγούμενη μέσvη τιμή ως προς το

P (και έτσvι να χρησvιμοποιήσvουμε απλά την (6.45)) ως εξής9

EQ
[
e−
´ T
t r(s)ds | Ft

]
= EP

[
e−
´ T
t r(s)ds+

´ T
t qQ(s)dBs− 1

2
´ T
t (q

Q(s))
2ds | Ft

]
,

αλλά μια τέτοια μέσvη τιμή μοιάζει να είναι ακόμα δυσvκολότερο να υπολογισvτεί, ακόμα και

σvτις απλές περιπτώσvεις.

Μια διαφορετική προσvέγγισvη θα ήταν να μεταβούμε από το P προς το ΙΜΜ Q χρησvι-

9QrhsvimopoioÔme apl� ton orisvmì thc ZQ (·) thc svel. 114.
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μοποιώντας την (6.17) σvτη διαφορική της μορφή

dBQ
t = dBP

t − qQ (t) dt

Συνεπώς, υπό το Q η (6.45) γίνεται

dr (t) =
[
κ (r (t)) + σ (r (t)) qQ (t)

]
dt+ σ (r (t)) dBQ

t

= m (r (t)) dt+ σ (r (t)) dBQ
t

(6.46)

Το κλειδί για τη σvυνέχεια είναι η παρατήρησvη ότι αν r (·) είναι η λύσvη της (6.46), τότε
κατά το Θεώρημα Α.4 θα ικανοποιεί (υπό το Q) την Ιδιότητα Markov (βλ.Παράρτημα Α).
Δηλαδή μπορούμε να ῾῾ξεκινήσvουμε᾿᾿ την r (·) σvε ένα σvημείο xT , που εξαρτάται από την
ημερομηνία λήξης T , και το αποτέλεσvμα να είναι ανεξάρτητο της ῾῾ισvτορίας᾿᾿ της ανέλιξης

μέχρι τη σvτιγμή t (για οποιοδήποτε t). Επομένως, μπορούμε να γράψουμε

EQ
[
e−
´ T
t r(s)ds | Ft

]
= EQ

[
e−
´ T
t r(s)ds | r (t) = xT

]
(6.47)

Κατά την Θεωρία του Κεφ. 3, το δεύτερο μέλος (6.47) δεν είναι άλλο κατά την παρατήρησvη
της σvελ. 66 από μια σvυνάρτησvη u : R× [0, +∞)→ R με

u (x, t) = EQ

[
f (xT ) exp

(
−
ˆ T

t
r
(
Xt,x
s , s

)
ds
)]

(6.48)

όπου f (xT ) ≡ 1 και
{
Xt,x
s

}
s∈[0,T ], όπως σvτο Θεώρημα 3.29, σvελ. 64. Οι προϋποθέσvεις του

Θεωρήματος αυτού ικανοποιούνται και σvταθεροποιώντας το χρόνο λήξης, T 10, η σvυνάρτησvη

της u θα είναι λύσvη μιας γενικής Εξίσvωσvης τύπου Black-Scholes της μορφής:

ut (x, t) = −1
2σ

2 (x) uxx (x, t) +m (x) ux (x, t) + r (x) u (x, t) (6.49)

με τη σvυνάρτησvη u να ικανοποιεί τη σvυνοριακή σvυνθήκη

u (x, T ) = f (xT ) ≡ 1 (6.50)

Λύνοντας την ΜΔΕ (6.49), λόγω της (6.9) η τιμή, P (t, T ), ενός T -ομολόγου θα δίνεται
από την

P (t, T ) = u (r (t) , t)

Συνεπώς, δοθέντος μιας εξίσvωσvης (μοντέλου) για τα επιτόκια της μορφής (6.45) έχουμε
την τιμή ενός T -ομολόγου καθώς και την Καμπύλη των Αποδόσvεων ως

10ParathroÔme ìti me autìn ton trìpo h r gÐnetai plèon miac metablht c. Tìte to Je¸rhma 3.29
isvqÔei an�loga (bl.Parat rhsh A.7).
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R (t; T ) = − 1
T − t [lnP (t, T )]

= − 1
T − t [ln u (r (t) , t)]

(6.51)

Σε περιπτώσvεις που το σvχήμα επίλυσvης αυτό και πάλι δεν επαρκεί γιατί η ΜΔΕ (6.49)
επιλύεται δύσvκολα (ακόμη και με Αριθμητική Ανάλυσvη), η Feynman-Kač σvύνδεσvη Ανάλυσvης
και Θεωρίας Πιθανοτήτων μας δίνει τη λύσvη της Στοχασvτικής Προσvομοίωσvης. Προσvο-

μοιώνουμε, δηλαδή, τις λύσvεις ενός μοντέλου για τα επιτόκια της μορφής (6.45) και τρέ-
χοντας μια Μέθοδο Monte Carlo προσvεγγίζουμε τη μέσvη τιμή (6.47). Ως σvυνήθως, η
σvυνολική ακρίβεια αυτών των προσvομοιώσvεων μπορεί εύκολα να αμφισvβητηθεί, αλλά σvτη

περίπτωσvη που τα βήματα της διακριτοποίησvης είναι αρκετά μικρά, η Feynman-Kač Θεωρία
μας εξασvφαλίζει ότι οι προσvομοιώσvεις θα είναι έγκυρες. Ο αναγνώσvτης παραπέμπεται σvτο

Παράρτημα Β, όπου παραθέτουμε ένα ψευδοκώδικα τιμολόγησvης ομολόγων με τη μορφή

του Αλγ. B.6. Τέλος, σvε κάποιες ειδικές περιπτώσvεις μπορούμε με μεθόδους της Θεωρίας
Πιθανοτήτων να τιμολογήσvουμε ομόλογα υπολογίζοντας (θεωρητικά) την τιμή της (6.47)
(βλ. §6.5)·κάτι τέτοιο, όμως, είναι η εξαίρεσvη του κανόνα.

Στον Πίνακα 6.1 της σvελ. 136 παρατίθενται μερικά από τα διασvημότερα σvτοχασvτικά μον-
τέλα για το βραχυπρόθεσvμο επιτόκιο από το απλούσvτερο σvτο σvυνθετότερο, μαζί με τις

σvχετικές τους ιδιότητες από το υπέροχο βιβλίο των Brigo και Mercurio [9], αλλά και από
άρθρα της Βιβλιογραφίας (ακολουθούν). Οι σvυμβολισvμοί M, V, D, CIR, HL, EV, HW,
BK, MM, CIR++ και EEV σvημαίνουν αντίσvτοιχα το μοντέλο του Merton, το μοντέλο του
Vasiček [92], το μοντέλο του Dothan [19], το μοντέλο των Cox, Ingersoll και Ross [14], το
μοντέλο των Ho και Lee, το Εκθετικό Vasiček μοντέλο, το μοντέλο των Hull και White
[38], το μοντέλο των Black και Karasinski [5], το μοντέλο των Mercurio και Moraleda
[67], το CIR++ μοντέλο και το Επεκτεταμένο Εκθετικό Vasiček μοντέλο. Επίσvης, με N,
Y σvυμβολίζουμε το ῾῾όχι᾿᾿ και το ῾῾ναι᾿᾿ αντίσvτοιχα, και το N* ερμηνεύεται ως ότι η πιθανότη-
τα τα επιτόκια να είναι αρνητικά μπορεί να είναι μηδενική κάτω από κατάλληλες σvυνθήκες

σvτη ντετερμινισvτική σvυνάρτησvη f (t). Ακόμη, τα N , LN , NCχ2, SNCχ2, SNN σvυμβολί-
ζουν αντίσvτοιχα κανονική, λογαριθμοκανονική, μη κεντρική χ2, μετατοπισvμένη, μη κεντρική

χ2, και μετατοπισvμένη λογαριθμοκανονική κατανομή. Τέλος, με Α.Β.Ρ. σvυμβολίζουμε την

ύπαρξη αναλυτικής λύσvης για την τιμή του ομολόγου, και με Α.Ο.Ρ. σvυμβολίζουμε την

ύπαρξη αναλυτικής λύσvης για την τιμή δικαιωμάτων (options) επί των ομολόγων.

΄Ολα τα προαναφερθέντα μοντέλα είναι υποψήφια για προσvομοίωσvη, αλλά πρέπει να εί-

μασvτε ιδιαίτερα προσvεκτικοί, γιατί το καθένα έχει διαφορετικές ιδιότητες. Επιπρόσvθετα,

για τα μοντέλα που σvτην 5η σvτήλη του Πίνακα 6.1 έχουν την τιμή ῾῾Υ᾿᾿ μπορούμε να επαλη-
θεύσvουμε την προσvομοιωμένη με την αναλυτική τους λύσvη.

Τα μοντέλα αυτά είναι της γενικής μορφής (6.45)

dr (t) = κ (r (t)) dt+ σ (r (t)) dBt (6.52)
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αλλά οι σvυναρτήσvεις κ (r (·)) και σ (r (·)) εμπεριέχουν παραμέτρους που πρέπει να υπολο-
γισvτούν πριν το σvτάδιο της επίλυσvης. Επιλέγονται με τέτοιο τρόπο, ώσvτε να αντανακλούν

όσvο περισvσvότερο μπορούν τις τιμές των ομολόγων ή των παραγώγων τους, που έχουν

παρατηρηθεί σvτην αγορά. Η διαδικασvία της προσvαρμογής αυτής καλείται calibration, και δε
θα την αναλύσvουμε.

Στη σvυνέχεια, θα επιχειρήσvουμε να τιμολογήσvουμε ομόλογα υπολογίζοντας τη μέσvη τιμή

(6.47), αφού πρώτα έχουμε υπολογίσvει μια αναλυτική λύσvη για το επιτόκιο, rt, με μεθόδους
της Θεωρίας Πιθανοτήτων.

6.5 Upologisvmìc thc KampÔlhc twn Apodìsvewn omolìgwn

Στην ενότητα αυτή θα υπολογίσvουμε την αναλυτική μορφή της Καμπύλης Αποδόσvεων ομο-

λόγων υπό το μοντέλο του Vasiček μέσvω των βραχυπρόθεσvμων επιτοκίων και έπειτα υπό το
μοντέλο των Ho και Lee, μέσvω μοντέλου των επιτοκίων πρόσvω. Χρήσvιμες σvυμπληρωματικές
βιβλιογραφικές αναφορές είναι τα βιβλία [9] και [4] και τα άρθρα [5], [14], [19], [38] και οι

σvημειώσvεις [7].

6.5-1 To montèlo tou Vasiček

Το βραχυπρόθεσvμο επιτόκιο σvτο μοντέλο του Vasiček από τον Πίνακα 6.1 ικανοποιεί την
ακόλουθη ΣΔΕ:

drt = [a (b− rt)] dt+ σ dBt r0 = r > 0 (6.53)

Η σvυγκεκριμένη ΣΔΕ είναι υπό το (αντικειμενικό) μέτρο Π. Θα αλλάξουμε το μέτρο

αυτό σvε ένα κινδυνοουδέτερο μέτρο, Q, για ένα εξαιρετικά κρίσvιμο λόγο. Μόνο υπό μια

κινδυνοουδέτερη πιθανότητα είναι δυνατή η εξάλειψη κάθε ευκαιρίας κερδοσvκοπίας κατά

την τιμολόγησvη ομολόγων (§6.4), και επίσvης γνωρίζουμε ότι οι τιμές των ομολόγων της
(6.9) είναι martingale μόνο υπό μια τέτοια πιθανότητα που ικανοποιεί τη Συνθήκη Μη
Κερδοσvκοπίας της §6.2.
΄Ετσvι, από τον τύπο (6.18) και την Παρατήρηση 6.9, η εξίσvωσvη (6.53) γίνεται

drt = [a (b? − rt)] dt+ σ dBQ
t ,

όπου θέσvαμε qQ (t) := q ∈ R και b? := b− qσ
a .

Ο κύριος σvτόχος αυτής της υποενότητας είναι να βρούμε τον τύπο του Vasiček της τιμής
ενός ομολόγου, και σvυνεπώς και της Καμπύλης των Αποδόσvεων. Ξεκινάμε από τη σvυνθήκη

τιμολόγησvης μη κερδοσvκοπίας (6.9) και κάνουμε πράξεις:

P (t, T ) = EQ
[
e−
´ T
t r(s)ds | Ft

]
= EQ

[
e−
´ T
t (r(s)+b?−b?)ds | Ft

]
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δηλαδή

P (t, T ) = e−
´ T
t b?dsEQ

[
e−
´ T
t (r(s)−b?)ds | Ft

]
= e−b

?(T−t)EQ
[
e−
´ T
t X?

s ds | Ft
]

,
(6.54)

όπου θέσvαμε X?
s := rs − b?. Από το Θεώρημα 3.29 της Feynman-Kač Θεωρίας και

σvυγκεκρίμενα τον τύπο (3.55) της σvελ. 65 γνωρίζουμε ότι η σv.α. {X?
t } είναι λύσvη της ακό-

λουθης γραμμικής ΣΔΕ:

dX?
t = −aX?

t dt+ σ dBQ
t (6.55)

Από τη χρονική ομοιογένεια της (6.55) και την Ιδιότητα Markov της λύσvης της, X0,x
s =

xe−at + σe−at
´ t

0 e
asdBQ

t (βλ. και Παράρτημα Α) μπορούμε να γράψουμε

EQ
[
e−
´ T
t X?

s ds | Ft
]
= EQ

[
e−
´ T−t
0 X? 0,x

s ds | x = X?
t

]
= F (T − t, x)

∣∣∣∣∣
x=X?

t

= F (T − t, X?
t )

= F (T − t, rt − b?) ,

όπου F είναι μια σvυνάρτησvη με τύπο F (ϑ,x) = EQ
[
e−
´ ϑ
0 Xx

s ds
]
. Μπορεί να δειχθεί από τη

θεωρία των Στοχασvτικών Ανελίξεων ότι η σv.α.Yt =
´ ϑ

0 Xx
s ds ∼ N (µ, σ2) [56]. Συνεπώς,

έχουμε

F (ϑ,x) =
ˆ +∞

−∞
e−ydFY (y)

=
1√

2πσ2

ˆ +∞

−∞
e−ye−

(y−µ)2

2σ2 dy

=
1√

2πσ2

ˆ +∞

−∞
exp

(
−2yσ2 − y2 + 2µy− µ2

2σ2

)
dy

=
1√

2πσ2

ˆ +∞

−∞
exp

(
−y

2 +
(
2µ− 2σ2) y+ µ2

2σ2

)
dy

Προσvθαφαιρούμε κατάλληλα και παίρνουμε

F (ϑ,x) = 1√
2πσ2

ˆ +∞

−∞
exp

(
−y

2 + 2
(
µ− σ2) y+ µ2 +

(
µ− σ2)2 − (µ− σ2)2

2σ2

)
dy

=
1√

2πσ2

ˆ +∞

−∞
exp

(
−
(
y− (µ− σ2))2

2σ2 +
µ2 − 2µσ2 + σ4 − µ2

2σ2

)
dy

= e−µ+
σ2
2

ˆ +∞

−∞

1√
2πσ2

exp
(
−
(
y− (µ− σ2))2

2σ2

)
dy

= e−µ+
σ2
2 ,
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αφού η 1√
2πσ2 exp

(
− (y−(µ−σ

2))
2

2σ2

)
είναι σv.π.π. της N (µ− σ2, σ2).

Επομένως

EQ
[
e−
´ ϑ
0 Xx

s ds
]
= EQ

[
e−Y

]
= e−µ+

σ2
2

= e−EQ[Y ]+ 1
2VQ[Y ]

= e−EQ[
´ ϑ
0 Xx

s ds]+ 1
2VQ[

´ ϑ
0 Xx

s ds]

(6.56)

Για τη μέσvη τιμή έχουμε

EQ

[ˆ ϑ

0
Xx
s ds

]
=

ˆ ϑ

0
EQ [Xx

s ] ds

=

ˆ ϑ

0
xe−asds

=
x

a

(
1− e−aϑ

)
(6.57)

και για τη διασvπορά

VQ

[ˆ ϑ

0
Xx
s ds

]
= Cov

(ˆ ϑ

0
Xx
s ds,

ˆ ϑ

0
Xx
udu

)

= EQ

[ˆ ϑ

0
Xx
s ds
ˆ ϑ

0
Xx
udu

]
−
ˆ ϑ

0
EQ [Xx

s ] ds
ˆ ϑ

0
EQ [Xx

u ] du

=

ˆ ϑ

0

ˆ ϑ

0
(EQ [Xx

sX
x
u ]−EQ [Xx

s ] EQ [Xx
u ]) dsdu

=

ˆ ϑ

0

ˆ ϑ

0
Cov (Xx

s , Xx
u ) dsdu

(6.58)

΄Ομως, η σvυνδιακύμανσvη ισvούται με

Cov (Xx
s , Xx

u ) = EQ [(Xx
s −EQ [Xx

s ]) (X
x
u −EQ [Xx

u ])]

= σ2e−a(s+u)EQ

[ˆ s

0
eawdBQ

w

ˆ u

0
eaτdBQ

τ

]
= σ2e−a(s+u)

ˆ s∧u

0
e2ardr

= σ2e−a(s+u)
e2a(s∧u) − 1

2a

(6.59)

Λόγω σvυμμετρίας της Cov (·, ·) ως προς την ευθεία u = s σvτην ορθογώνια περιοχή [0, ϑ]×
[0, ϑ] αρκεί να δουλέψουμε σvτην περιοχή {(s, u) : 0 < u < s}. Συνδυάζοντας τις (6.59)
και (6.58) έχουμε
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VQ

[ˆ ϑ

0
Xx
s ds

]
= 2
ˆ ϑ

0

ˆ s

0
Cov (Xx

s , Xx
u ) duds

= 2
ˆ ϑ

0

ˆ s

0
σ2e−a(s+u)

e2au − 1
2a dsdu

και κάνοντας τις πράξεις καταλήγουμε ότι

VQ

[ˆ ϑ

0
Xx
s ds

]
=
ϑσ2

a2 −
σ2

a3

(
1− e−aϑ

)
− σ2

2a3

(
1− e−aϑ

)2
(6.60)

Αντικαθισvτώντας τις σvχέσvεις (6.57) και (6.60) σvτην (6.56) βρίσvκουμε την F (ϑ,x) σvε κλει-
σvτή μορφή. Συνεπώς,

F (ϑ,x) := EQ
[
e−
´ ϑ
0 Xx

s ds
]

= exp
(
x

a

(
1− e−aϑ

)
+
ϑσ2

2a2 −
σ2

2a3

(
1− e−aϑ

)
− σ2

4a3

(
1− e−aϑ

)2
) (6.61)

Τώρα μπορούμε να ολοκληρώσvουμε τον υπολογισvμό της τιμής του ομολόγου υπό το μοντέλο

του Vasiček. Η (6.54) λόγω της (6.61) γίνεται

P (t, T ) = e−b
?(T−t) e

x
a (1−e−a(T−t))+ (T−t)σ2

2a2 − σ2
2a3 (1−e−a(T−t))− σ2

4a3 (1−e−a(T−t))
2

= e−(T−t)R(t; T ),
(6.62)

όπου κατά τους σvυμβολισvμούς της (6.51) R (t; T ) είναι η απόδοσvη του ομολόγου σvτην
περίοδο [t, T ] και μπορεί να θεωρηθεί ως το μέσvο επιτόκιο για την χρονική περίοδο [t, T ]. Η
απόδοσvη του ομολόγου μπορεί να υπολογισvτεί πολύ απλά αντισvτρέφοντας τον προηγούμενο

τύπο:

R (t; T ) =
b? (T − t)− x

a

(
1− e−a(T−t)

)
− (T−t)σ2

2a2 + σ2

2a3

(
1− e−a(T−t)

)
+ σ2

4a3

(
1− e−a(T−t)

)2

T − t

= b? − σ2

2a2 −
1

a (T − t)

[(
1− e−a(T−t)

)(
b? − σ2

2a2 − rt
)
− σ2

4a2

(
1− e−a(T−t)

)2
]

= R∞ −
1

a (T − t)
(
1− e−a(T−t)

) [
R∞ − rt −

σ2

4a2

(
1− e−a(T−t)

)]
,

όπου

R∞ = lim
T−t→∞

R (T − t; T ) = b? − σ2

2a2

και η R (t; T ) υπολογίζεται για x = X?
t (:= rt − b?).

Επομένως, υπό το μοντέλο του Vasiček η τιμή και η απόδοσvη ενός ομολόγου δίνονται
αντίσvτοιχα από τους τύπους

P (t, T ) = e−b
?(T−t)+ x

a (1−e−a(T−t))+ (T−t)σ2

2a2 − σ2
2a3 (1−e−a(T−t))− σ2

4a3 (1−e−a(T−t))
2

(6.63)
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και

R (t; T ) = R∞ −
1

a (T − t)
(
1− e−a(T−t)

) [
R∞ − rt −

σ2

4a2

(
1− e−a(T−t)

)]
(6.64)

Παρατήρηση 6.25.
Σε αυτό το σvημείο πρέπει να σvημειώσvουμε πως κατά την απόδειξη των (6.63) και (6.64)
σvτηριχτήκαμε ουσvιωδώς σvτη Feynman-Kač Θεωρία, αλλά με έναν τρόπο αρκετά έμμεσvο.
Βασvισvτήκαμε σvτην ανάλυσvη των προηγούμενων ενοτήτων τιμολόγησvης μέσvω ύπαρξης του

ΙΜΜ και χρησvιμοποιώντας την Ιδιότητα Markov. Ο Vasiček [92] σvυμπέρανε τον προηγού-
μενο, πολύπλοκο τύπο (6.63) επιλύοντας τη ΜΔΕ 6.49! Οι υπολογισvμοί του όμως δεν ήταν
το ίδιο εύκολοι με τους προηγούμενους.

Ας παρατηρήσvουμε λίγο ακόμη τις αναλυτικές λύσvεις (6.63) για τα δυναμικά (6.53). Τα
τελευταία είναι εύκολα επιλύσvιμα ως

rt = b− e−at (b− r0) + σ

ˆ t

0
e−a(t−s)dBs (6.65)

ή υπό το κινδυνοουδέτερο μέτρο, Q, ισvχύει

rt = b? − e−at (b? − r0) + σ

ˆ t

0
ea(t−s)dBQ

s (6.66)

Στη σvυνέχεια παρατηρήσvτε δύο πράγματα. Πρώτον, η μακροχρόνια μέσvη τιμή (υπό το Q)

είναι b?,

lim
t→∞

E [rt] = lim
t→∞

E
[
b? − e−at (b? − r0)

]
= b?

Δεύτερον, εξ ορισvμού της X?
t (:= rt − b?), η ανέλιξη {X?

t } επαναφέρεται σvτο μηδέν,
limt→∞E [X?

t ] = limt→∞E [rt]− b? = 0. Συνεπώς, η σv.α. {rt} επαναφέρεται σvτη μέσvη
τιμή της: αν η rt είναι πάνω από τη μέσvη τιμή, τότε ο ντετερμινισvτικός όρος σvτην (6.66)
είναι αρνητικός, ωθώντας τη σvυνάρτησvη των επιτοκίων να μειώνεται·αν η rt είναι κάτω
από τη μέσvη της τιμή, τότε ο ντετερμινισvτικός όρος σvτην (6.66) είναι θετικός, ωθώντας τα
επιτόκια, rt, να αυξάνονται. Η επαναφορά σvτη μέσvη τιμή (mean reversion property ) είναι
μια επιθυμητή ιδιότητα κατά τη μοντελοποίησvη των επιτοκίων.

Επιπρόσvθετα, μόλις η απεικόνισvη (t, +∞) 3 T 7→ P (t, T ) ∈ [0, +∞) είναι γνωσvτή,

γνωρίζουμε ολόκληρη την Καμπύλη των Αποδόσvεων τη σvτιγμή t από τον τύπο (6.64). Αυτό
σvημαίνει ότι, αν t = 0 είναι ο αρχικός χρόνος, η αρχική Καμπύλη των Αποδόσvεων είναι
η έξοδος (output) του μοντέλου, εξαρτώμενη από τους παραμέτρους a, b, σ σvτα δυναμικά
(6.53) (και την αρχική σvυνθήκη r0).

Παρ΄ όλα αυτά το αρχικό μοντέλο του Vasičekέχει διάφορα μειονεκτήματα. Για παρά-
δειγμα, τα επιτόκια μπορούν να πάρουν αρνητικές τιμές με θετική πιθανότητα, όπως απο-

τυπώνεται σvτον Πίνακα 6.1, σvελ. 136. Για την επίλυσvη τέτοιων παθολογικών περιπτώσvεων
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προτάθηκε σvτη σvυνέχεια το μοντέλο των Cox, Ingersoll και Ross [14]

drt = [α (b− rt)] dt+ [σ
√
rt] dBt, r0 = r > 0 (6.67)

Το μοντέλο αυτό οδηγεί σvε θετικά επιτόκια, και έχει κλεισvτή μορφή. Είναι όμως πιο

δύσvκολο να το χειρισvτεί κανείς και να το προσvαρμόσvει σvτα δεδομένα της αγοράς, καθώς σvε

αντίθεσvη με τη λογαριθμοκανονική κατανομή των επιτοκίων του Vasiček, σvε ένα τέτοιο CIR
μοντέλο τα επιτόκια ακολουθούν μη-κεντρική χ2 κατανομή. Στην αγορά χρησvιμοποιούνται

αρκετές παραλλαγές των μοντέλων του Πίνακα 6.1, ανάλογα με τις εκάσvτοτε ανάγκες.

Παρατήρηση 6.26.
Στην αγορά έχει παρατηρηθεί ότι καθώς περνά ο χρόνος και ένα ομόλογο λήγει (δηλαδή

καθώς το t → T ), η μεταβλητότητα των τιμών του φθίνει, δηλαδή ο σvυντελεσvτής του

σvτοχασvτικού όρου ενός μοντέλου επιτοκίων της γενικής μορφής (6.52) πρέπει να είναι μια
φθίνουσvα σvυνάρτησvη. Συνεπώς, ένας από τους λόγους που το μοντέλο του Vasiček δεν
έχει πρακτική σvημασvία είναι η υπόθεσvη της σvταθερής μεταβλητότητας, σ·ήταν όμως μια
πρώτη προσvέγγισvη. Επανερχόμενοι σvτον Πίνακα 6.1 βλέπουμε ότι τα μοντέλα που είναι
δυνητικά εφαρμόσvιμα είναι αρκετά πολυπλοκότερα.

6.5-2 To montèlo twn Ho kai Lee

Στην υποενότητα αυτή αναζητούμε την αναλυτική λύσvη του Ho-Lee μοντέλου

drt = µ (t) dt+ σ dBt r0 = r > 0 (6.68)

Θα ακολουθήσvουμε μια διαφορετική απόδειξη από ότι σvτην §6.5-1 κάναμε για το μοντέλο του
Vasiček. Συγκεκριμένα, θα χρησvιμοποιήσvουμε το Πόρισμα 6.22 της σvελ. 123 για τα επιτόκια
πρόσvω. Από την (6.68) υποθέτουμε και πάλι σvταθερή μεταβλητότητα: σ (t, T ) := σ και´ T
t σdu = σ (T − t). Συνεπώς, η ΣΔΕ για τα επιτόκια πρόσvω, (6.42), γίνεται

df (t, T ) = σ2 (T − t) dt+ σdBQ
t

Δηλαδή

f (t, T ) = f (0, T ) + σ2t

(
T − t

2

)
+ σ BQ

t (6.69)

και επομένως

rt := f (t, t) = f (0, t) + σ2 t
2

2 + σ BQ
t (6.70)

Απαλοίφοντας την κίνησvη Brown σvτην (6.69) μέσvω της (6.70): σ BQ
t = rt− f (0, t)−σ2 t2

2
παίρνουμε

f (t, T ) = rt + σ2t (T − t) + f (0, T )− f (0, t) (6.71)
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Η σvχέσvη (6.71) δείχνει [56] ότι τα επιτόκια πρόσvω για δύο διαφορετικές ημερομήνίες λήξης
T1, T2 διαφέρουν κατά ένα ντετερμινισvτικό όρο

f (t, T1)− f (t, T2) = f (0, T1)− f (0, T2) + σ2t (T1 − T2)

και σvυνεπώς είναι τέλεια σvυσvχετισvμένα. Συνεπώς, τα δύο είδη επιτοκίων rt και f (t, T )
θα είναι επίσvης τέλεια σvυσvχετισvμένα. Το γεγονός αυτό μοιάζει να μη σvυμφωνεί με ό,τι

παρατηρείται σvτην αγορά και σvυνισvτά, σvυνεπώς, ένα ῾῾έμμεσvο᾿᾿ μειονέκτημα του μοντέλου

6.68.
Η τιμή του ομολόγου σvε όρους επιτοκίων πρόσvω (6.26) είναι

P (t, T ) = exp
(
−
ˆ T

t
f (t, u) du

)

= exp
(
−
ˆ T

t
f (0, u) du− σ2

ˆ T

t
t

(
u− t

2

)
du− σ BQ

t (T − t)
)

΄Ομως, από τον ορισvμό των επιτοκίων πρόσvω (6.23) έχουμε−
´ T
t f (0, u) du = lnP (0, T )−

lnP (0, t) και καταλήγουμε

P (t, T ) = P (0, T )
P (0, t) exp

(
−σ

2t T (T − t)
2 − σ BQ

t (T − t)
)

(6.72)

Απαλοίφοντας και πάλι την κ.Β., βρίσvκουμε την εξίσvωσvη της τιμής του ομολόγου σvυ-

ναρτήσvει του βραχυπρόθεσvμου επιτοκίου, rt:

P (t, T ) = P (0, T )
P (0, t) exp

(
− (T − t) rt −

σ2t (T − t)2

2 + (T − t) f (0, t)
)

(6.73)

Από την (6.73) εύκολα βρίσvκουμε την Καμπύλη των Αποδόσvεων , αφού εξ ορισvμού

R (t; T ) = − 1
T − t lnP (t, T )

Παρατήρηση 6.27.
Οι αναλυτικές λύσvεις (6.69) και (6.72) μπορούν εύκολα να προσvομοιωθούν και τα ποιοτικά
τους χαρακτηρισvτικά να ελεγχθούν γραφικά (βλ.Παράρτημα Β, σvελ. 143).

Κατά το κλείσvιμο αυτού του κεφαλαίου κρίνεται σvκόπιμο να κάνουμε κάποια γενικά σvχόλια

για τη μοντελοποίησvη.

6.6 Genik� svqìlia gia th montelopoÐhsvh omolìgwn

Οι χρηματοοικονομικοί κίνδυνοι που αντιμετωπίζει μια επιχείρησvη/ οργανισvμός είναι αμ-

φίσvημοι: ῾῾κερδίζω᾿᾿, ή ῾῾χάνω᾿᾿. Εν τούτοις, οι αποζημιώσvεις για τον κίνδυνο που καλούνται
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να φέρουν οι επενδυτές είναι μόνο σvτον θετικό άξονα. ΄Ομοια, οι αποζημιώσvεις που καλείται

να πληρώσvει ένα Ασvφαλισvτικό Ταμείο είναι μόνο σvτον θετικό άξονα.

Επιπρόσvθετα, οι κίνδυνοι αυτοί θα μπορούσvαν να χωρισvτούν, γενικά, σvτις κατηγορίες του

Credit Risk, Market Risk και του Operational Risk. Το λεγόμενο Πρόβλημα του Enter-
prise Risk Management (ERM) απαιτεί να μην υπολογίζεται κάθε μία σvυνισvτώσvα κινδύνου
μεμονωμένα (ανεξάρτητα με τις άλλες), αλλά να υπολογίζεται και ο βαθμός εξάρτησvης

(σvυσvχέτισvής) τους.

Συγκεκριμένα, κατά την επιλογή ενός μοντέλου, πρέπει κανείς να θέτει τα ακόλουθα

ερωτήματα [9]:

• Μήπως τα δυναμικά του σvυνεπάγονται με θετική πιθανότητα αρνητικά επιτόκια;

• Τι κατανομή σvυνεπάγονται τα δυναμικά για το επιτόκιο (ή αποζημίωσvη); ΄Εχει, για
παράδειγμα, παχιές ουρές; Είναι σvυμμετρική; Πόσvες κορυφές έχει;

• Μπορεί να χρησvιμοποιηθεί με εξαρτημένες κατανομές (τα λεγόμενα multifactor mo-
dels);

• ΄Εχουν αναλυτική λύσvη οι εξισvώσvεις της τιμής των ομολόγων;

• ΄Εχουν αναλυτική λύσvη οι εξισvώσvεις των τιμών των παραγώγων επί των ομολόγων;

• ΄Εχει το μοντέλο την ιδιότητα της επαναφοράς σvτη μέσvη τιμή, ενώ, αντίσvτοιχα, η
διασvπορά του δεν απειρίζεται;

• Τι είδους δομές για την μεταβλητότητα σvυνεπάγεται το μοντέλο;

• Πόσvο κατάλληλο είναι το μοντέλο για μια Monte Carlo Προσvομοίωσvη;

• Τα σvυγκεκριμένα δυναμικά του μοντέλου επιτρέπουν την εκτίμησvη με ισvτορικά δε-
δομένα των παραμέτρων του;

• ...

Αυτά τα ερωτήματα είναι κεντικής σvημασvίας για την κατανόησvη των θεωρητικών και πρακ-

τικών αποτελεσvμάτων κάθε μοντέλου για τα (σvτοχασvτικά) επιτόκια. Ωσvτόσvο, σvτο κεφάλαιο

αυτό, έγινε προσvπάθεια να απαντηθούν αρκετά από τα προηγούμενα ερωτήματα μέσvα από

την ανάλυσvη κάποιων ειδικών κλάσvεων μοντέλων. Προφανώς, η πληρότητα τους εξαρτάται

κατά πολύ από τη σvημασvία και πρακτική χρησvιμότητα του εκάσvτοτε μοντέλου.

΄Ενα κλασvικό πρόβλημα με τα προηγούμενα μοντέλα είναι η ενδογενής φύσvη τους. Εάν

έχουμε την αρχική καμπύλη των τιμών των ομολόγων χωρίς κουπόνια T 7→ PMarket (0, T )
από την αγορά, επιθυμούμε το μοντέλο μας να ενσvωματώνει αυτήν την καμπύλη·χρειαζόμα-
σvτε να εξαναγκάζουμε τις παραμέτρους του μοντέλου να παράγουν μια μοντελοποιημένη κα-

μπύλη των τιμών, όσvο πιο κοντά σvτην παρατηρούμενη καμπύλη της αγοράς. Για παράδειγμα,
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σvτην προαναφερθείσvα περίπτωσvη του μοντέλου του Vasiček, χρειαζόμασvτε με κάποια δια-
δικασvία βελτισvτοποίησvης να επιλέξουμε κατάλληλα τις τιμές των a, b και σ, έτσvι ώσvτε η
αρχική μοντελοποιημένη καμπύλη T 7→ PModel (0, T ; a, b, σ, r0) να σvυμπίπτει ει δυνατόν

καλύτερα με την παρατηρούμενη T 7→ PMarket (0, T ) σvτην αγορά.
Επιπρόσvθετα, παρ΄ όλο που οι τιμές PMarket (0, T ) παρατηρούνται για την ακρίβεια μόνο
σvε πεπερασvμένου πλήθους ημερομηνίες λήξεις Ti: PMarket (0, Ti), τρεις παράμετροι δεν
είναι αρκετοί για να αναπαράγουν ικανοποιητικά μια δοθείσvα Καμπύλη Αποδόσvεων. Συγ-

κεκριμένα, κάποιες ειδικές μορφές καμπυλών δεν μπορούν ποτέ να παρατηρηθούν από το

μοντέλο του Vasiček, ό,τι τιμές κι αν επιλέξουμε για τους παραμέτρους των δυναμικών.
Πρέπει να γίνει σvαφές ότι τέτοια μοντέλα είναι ῾῾καταδικασvμένα᾿᾿: δεν μπορούν να ανα-

παράγουν ικανοποιητικά την αρχική Καμπύλη Τιμών, και, σvυνεπώς, η όποια σvυζήτησvη για

τις δομές της μεταβλητότητας και για την πραγματικότητα είναι μάταιη.

Για να βελτιωθεί μια τέτοια κατάσvτασvη, θεωρούνται σvυνήθως εξωγενή μοντέλα, δηλαδή

μοντέλα σvτα οποία η τωρινή Καμπύλη Τιμών δίνεται εξωγενώς. Τέτοια μοντέλα δημιουρ-

γούνται τροποποιώντας κατάλληλα τα προηγούμενα ενδογενή μοντέλα. Η βασvική μέθοδος

που χρησvιμοποιείται είναι ότι ο μετασvχηματισvμός από ένα ενδογενές σvε ένα εξωγενές

μοντέλο είναι η εισvαγωγή ῾῾χρονικά μεταβαλλόμενων᾿᾿ παραμέτρων. Ουσvιασvτικά, για την

περίπτωσvη του μοντέλου του Vasiček, κάνει κανείς το εξής:

drt = [a (b− rt)] dt+ σ dBt  drt = [a (b (t)− rt)] dt+ σ dBt

΄Ετσvι, η ευελιξία της χρονικά εξαρτώμενης σvυνάρτησvης b (t) μας επιτρέπει να την ορίσvουμε

σvε όρους της αγοράς με τέτοιον τρόπο ώσvτε το μοντέλο να αναπαράγει ακριβώς την Κα-

μπύλη Τιμών τη σvτιγμή t = 0. Για παράδειγμα, τα EV, HW, BK και CIR++ μοντέλα του
Πίνακα 6.1 είναι εξωγενή.
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Par�rthma A
H Idiìthta Markov twn LÔsvewn

Σε αυτό το κεφάλαιο παραθέτουμε μερικά αποτελέσvματα που απορρέουν από την λεγό-

μενη ιδιότητα Markov των λύσvεων μιας Στοχασvτικής Διαφορικής Εξίσvωσvης (ΣΔΕ). Δι-
αισvθητικά, η ιδιότητα αυτή σvυνοψίζεται σvτο ότι η μελλοντική σvυμπεριφορά μιας σv.α. {Xt}t≥0
μετά τη χρονική σvτιγμή s, εξαρτάται μόνο από την τιμή Xs και δεν επηρεάζεται από την ισv-

τορία της ανέλιξης πριν από τη σvτιγμή s. Μοντέλα σvτοχασvτικών ανελίξεων που έχουν αυτή
την ιδιότητα ονομάζονται Μαρκοβιανά μοντέλα. Η ιδιότητα αυτή είναι εξαιρετικά κρίσvιμη
και μας επιτρέπει, για παράδειγμα, να δείξουμε ότι αν η σv.α. των επιτοκίων είναι Μαρκο-
βιανή, τότε η μελλοντική τιμή των επιτοκίων εξαρτάται μόνο από την τιμή που έχουν τα
επιτόκια την παρούσvα χρονική σvτιγμή και όχι από το πως αυτά ήταν σvτο παρελθόν. Μια
τέτοια ιδιότητα είναι επιθυμητή σvτο modelling, και τα Μαρκοβιανά μοντέλα αναπτύσvσvον-
ται για την τιμολόγησvη options, γιατί υποσvτηρίζονται από πλήθος εμπειρικών μελετών.
Ωσvτόσvο, η ιδιότητα Markov έρχεται σvε αντίθεσvη με τη λεγόμενη σvτη γλώσvσvα των Χρημα-
τοοικονομικών “technical analysis”, διαδικασvία πρόβλεψης των τιμών ενός προϊόντος, μέσvα
από την ανάλυσvη των τιμών του παρελθόντος και αναζητώντας τάσvεις (trends).

Εκφράζοντας τα παραπάνω με Μαθηματικά έχουμε τον ακόλουθο ορισvμό.

Ορισμός A.1 (Ιδιότητα Markov).

Μια Ft-προσvαρμοσvμένη σv.α. {Xt}t≥0 θα λέμε ότι έχει την ιδιότητα Markov, αν για κάθε
σvυνάρτησvη Borel, f , και για κάθε s, t με s ≤ t έχουμε

E [f (Xt) | Fs ] = E [f (Xt) |Xs ] (A.1)

Το πρώτο μέλος της (A.1) είναι μια τ.μ. ως μέσvη τιμή δεσvμευμένη ως προς την “ισvτορία”
της σv.α. μέχρι τη σvτιγμή s. Το δεύτερο μέλος είναι μια τ.μ. ως μέσvη τιμή με τυχαία “αρχική
τιμή”. Συνεπώς, η ισvότητα ισvχύει με την σvχεδόν βέβαια έννοια. Επιπρόσvθετα, θέτοντας
f := 1(α,b) η (A.1) μπορεί να γραφτεί ως

P [α < Xt < b | Fs ] = P [α < Xt < b |Xs ] (A.2)

Κ. Στούρας, Πιθανοθεωρητική Επίλυση Μερικών Διαφορικών Εξισώσεων και η
Αναπαράστασή τους μέσω Path Integrals. Efarmog’h se mont’ela epitok’iwn.
Διπλωματική Εργασvία
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-

6

X0,x
s

s

X0,x
s+t

t χρόνος

Εικ. A.1 Η ιδιότητα Markov της ανέλιξης
{
X0,x
t

}
t≥0

.

Θα χρησvιμοποιήσvουμε αυτήν την ιδιότητα για τις λύσvεις της ακόλουθης ΣΔΕ:

dXt = µ (Xt, t) dx+ σ (Xt, t) dBt
X0 = x

(A.3)

Είναι διαισvθητικά ξεκάθαρο από την (A.2) γιατί οι λύσvεις ΣΔΕ θα πρέπει να έχουν την
ιδιότητα Markov. Για ένα μικρό ε > 0, δεδομένου ότι Xs = x, η τιμή Xs+ε εξαρτάται από

τη διαφορά Bt+ε −Bt, που ως γνωσvτόν είναι ανεξάρτητη από το παρελθόν.
Σε αυτό το σvημείο είναι χρήσvιμο να εισvάγουμε έναν σvυμβολισvμό που να αναφέρει το πότε

και από που ξεκίνησvε η σv.α. {Xt}t≥0.

Συμβολισvμός A.2.
΄Εσvτω η σv.α. {Xt}t≥0. Με

{
Xt,x
s

}
, s ≥ t σvυμβολίζουμε την προηγούμενη σv.α. που

ξεκίνησvε τη σvτιγμή t από το σvημείο x. Επιπρόσvθετα, για απλοποίησvη, με {Xx
s }s≥0 θα

σvυμβολίζουμε την
{
X0,x
s

}
s≥0, δηλαδή την σv.α. που ξεκινάει τη σvτιγμή 0 από το σvημείο x

(βλ. και Εικόνα A.1).

Σε ολοκληρωτική μορφή η (A.3) γράφεται:

Xt,x
s = x+

ˆ s

t
µ
(
Xt,x
u , u

)
du+

ˆ s

t
σ
(
Xt,x
u , u

)
dBu (A.4)

Εξ ορισvμού, η
{
Xt,x
s

}
s≥0 ορίζεται για κάθε (t, x) σv.β.. Ωσvτόσvο, υποθέτοντας ότι η (A.3)

έχει ύπαρξη και μοναδικότητα λύσvης, είναι δυνατή η κατασvκευή μιας σv.α. που εξαρτάται
από τα (t, x, s), και η οποία είναι σvυνεχής σvχεδόν βεβαίως ως προς αυτές τις μεταβλητές
και είναι η λύσvη της εν λόγω εξίσvωσvης. Το αποτέλεσvμα αυτό είναι δύσvκολο να αποδειχθεί
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και ο ενδιαφερόμενος αναγνώσvτης παραπέμπεται σvτο [29], Κεφ. 3 για μια απόδειξη και για
την πλήρη διατύπωσvη των όσvων ακολουθήσvουν.

Λήμμα A.3.
Αν η (A.3) έχει ύπαρξη και μοναδικότητα λύσvης, τότε για κάθε s ≥ t

X0,x
s = X

t,Xx
t

s P − σv.β.

΄Ετσvι, η ιδιότητα Markov (A.1) μπορεί να διατυπωθεί ως ακολούθως.

Θεώρημα A.4 (Ιδιότητα Markov των λύσεων).
΄Εσvτω {Xt}t≥0 να είναι η λύσvη της (A.3). Τότε αυτή έχει την ιδιότητα Markov ως
προς την {Ft}t≥0 που παράγει η κίνησvη Brown. Επιπρόσvθετα, για κάθε Borel σvυνάρτησvη
f έχουμε (με την σv.β. έννοια)

E [f (Xt) | Fs ] = E [f (Xs,x
t )] (A.5)

Παρατήρηση A.5.
Η ισvότητα (A.5) γράφεται σvυχνά σvτη Βιβλιογραφία [56] και ως

E [f (Xt) | Fs ] = E [f (Xs,x
t )]|x=Xs (A.6)

Διερωτόμασvτε τώρα αν το προηγούμενο αποτέλεσvμα ισvχύει και όταν θεωρήσvουμε μια

σvυνάρτησvη που εξαρτάται από όλη την ανέλιξη μετά τη σvτιγμή s. Τα επόμενα είναι ιδιαίτερα
χρήσvιμα, όταν κάνουμε υπολογισvμούς σvτην τιμολόγησvη ομολόγων μέσvω ενός σvτοχασvτικού
μοντέλου για τα επιτόκια.

Θεώρημα A.6.
΄Εσvτω {Xt}t≥0 να είναι η λύσvη της (A.3) και r: R× (0, +∞)→ R+μετρήσvιμη σvυνάρτησvη.
Τότε για κάθε T > t και f όπως προηγουμένως ισvχύει (με την σv.β. έννοια) ότι

E

[
f (XT) exp

(
−
ˆ T

t
r (Xu, u) du

)
| Ft

]
= E

[
f
(
Xt,Xt
T

)
exp

(
−
ˆ T

t
r
(
Xt,Xt
u , u

)
du
)]

ή κατά την Παρατήρηση A.5:

E

[
f (XT) exp

(
−
ˆ T

t
r (Xu, u) du

)
| Ft

]
= E

[
f
(
Xt,x
T

)
exp

(
−
ˆ T

t
r
(
Xt,x
u , u

)
du
)]∣∣∣∣∣∣

x=Xt

Παρατήρηση A.7.
΄Οταν οι σvυναρτήσvεις µ, σ σvτην (A.3) δεν έχουν εξάρτησvη από το χρόνο (η ανέλιξη
λέγεται τότε χρονικά ομογενής), μπορεί να δειχθεί ότι η κατανομή της Xt,x

t+T είναι η ίδια με
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εκείνης της X0,x
T . Αυτό σvυνεπάγεται ότι, εάν η f είναι μια φραγμένη, μετρήσvιμη σvυνάρτησvη,

τότε

E
[
f
(
Xt,x
t+T

)]
= E

[
f
(
X0,x

T

)]
Επεκτείνοντας αυτό το αποτέλεσvμα μπορεί να δειχθεί ότι όταν η r είναι σvταθερή ως προς

τη δεύτερη της μεταβλητή (για τα επιτόκια ομολόγων: χρόνος λήξης), τότε

E

[
f
(
Xt,x
t+T

)
exp

(
−
ˆ t+T

t
r
(
Xt,x
u

)
du
)]

= E

[
f
(
X0,x

T

)
exp

(
−
ˆ T

0
r
(
X0,x
u

)
du
)]

Χρησvιμοποιώντας την Παρατήρηση A.7, για τα επιτόκια r ενός ομολόγου με σvταθερό
χρόνο λήξης T το Θεώρημα A.6 παίρνει την ακόλουθη μορφή.

Πόρισμα A.8.
Αν {Xt}t≥0, r είναι όπως σvτο Θεώρημα A.6, τότε για κάθε T > t

E

[
f (XT) exp

(
−
ˆ T

t
r (Xu) du

)
| Ft

]
= E

[
f
(
X0,x
T−t

)
exp

(
−
ˆ T−t

0
r
(
X0,x
u

)
du
)]∣∣∣∣∣∣

x=Xt
(A.7)

Το Πόρισμα A.8 κατά τα σvχόλια της §6.1-1 μας διευκολύνει σvτον υπολογισvμό της μέσvης
τιμής (6.9) που με τη σvειρά της μας δίνει την τιμή ενός T -ομολόγου.



Par�rthma B
Ulopoi sveic pou qrhsvimopoi jhkan

Στο κεφάλαιο αυτό σvυμπεριλαμβάνονται οι κώδικες που παρήγαγαν τις εικόνες της εργασvίας,
αλλά και μια προσvπάθεια υλοποίησvης των θεωρητικών αποτελεσvμάτων του Κεφ. 6.

Αλγόριθμος B.1 Προσvομοίωσvη της 2D-κίνησvης Brown.

Είσοδος: t0, B0, ∆t

΄Εξοδος: (B0, . . . , BN )

1: Για i = 1, 2, . . . , N επανάλαβε

2: ti ←− ti−1 + ∆t

3: Παρήγαγε Z ∼ N (0, 1)

4: Bi ←− Bi−1 + Z
√

∆t

5: Τέλος_Επανάληψης

6: Επέστρεψε (B0, . . . , BN )

Υλοποιώντας τον Αλγ. B.1 σvτη γλώσvσvα R κατασvκευάζουμε τους ακόλουθους δύο κώδικες.
Μια έξοδος του Αλγ. B.2 φαίνεται σvτην Εικόνα 4.3, σvελ. 86. Ο Αλγ. B.5 αποτελεί μικρή
τροποποίησvη του προηγουμένου, ώσvτε να σvυμπεριλάβει την έννοια του χρόνου διακοπής
(stopping time) του Κεφ. 1. Η Εικόνα 1.1 αποτελεί την έξοδο του Αλγ. B.5.

Αλγόριθμος B.2 Kώδικας σvε R για την προσvομοίωσvη της κίνησvης Brown.

1: > k <- 5000
2: > Dt <- 0.0002
3: > W <- c(0,rep(NA,k-1))
4: > for(i in 2:k)
5: + {
6: + z <- rnorm(1,0,1)
7: + W[i] <- W[i-1]+z*sqrt(Dt)
8: + }
9: > plot(W,type=’l’)

10: > abline(h=0)

Κ. Στούρας, Πιθανοθεωρητική Επίλυση Μερικών Διαφορικών Εξισώσεων και η
Αναπαράστασή τους μέσω Path Integrals. Efarmog’h se mont’ela epitok’iwn.
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Στον Αλγ. B.4 παρατίθεται η πιο απλή μορφή του Σχήματος Euler-Maruyama, που
χρησvιμοποιείται για την αριθμητική προσvέγγισvη (προσvομοίωσvη) λύσvεων Στοχασvτικών Δι-
αφορικών Εξισvώσvεων. ΟΑλγ. B.3 αποτελεί απλή παράθεσvη του υπολογισvμού του ολοκληρώ-
ματος (σvυνεχές «άθροισvμα”) μιας σvυνάρτησvης, της οποίας γνωρίζουμε μόνο κάποιες (δι-
ακριτές) της τιμές.
Τέλος, ο Αλγ. B.6 είναι μια διακριτή προσvέγγισvη της τιμής ενός T -ομολόγου υποθέτοντας
ότι τα επιτόκια ακολουθούν ένα μοντέλο της μορφής του Πίνακα 6.1, σvελ. 136. Ο Αλγ. B.6
χρησvιμοποιεί ουσvιασvτικά μιαMonte Carlo προσvέγγισvη της μέσvης τιμής (6.48), σvελ. 125. Τα
όποια ζητήματα σvύγκλισvης αυτού, ξεφεύγουν από τους σvκοπούς της παρούσvης εργασvίας,
αλλά ο ενδιαφερόμενος αναγνώσvτης μπορεί να ανατρέξει σvτον [32]. Μας ενδιαφέρει, όμως,
το κατά πόσvο η λύσvη της ΣΔΕ που επιλύεται ταυτίζεται με τη λύσvη του (ντετερμινισvτικού)
Προβήματος Αρχικών Τιμών (6.49), (6.50) (σvελ. 125). Για περισvσvότερα βλ.Κεφ. 3 και τα
σvχόλια της §3.6.

Αλγόριθμος B.3 Διακριτή προσvέγγισvη ολοκληρώματος Riemann.

Είσοδος: T , M , (r0, . . . , rM )

1: ∆t←− T
M

2: Υπολόγισvε

Î (t)←−
M∑
j=1

rj · ∆t

3: Επέστρεψε Î (t)

Αλγόριθμος B.4 Αριθμητική επίλυσvη Στοχασvτικής Διαφορικής Εξίσvωσvης (σvχήμα Eu-
ler-Maruyama).

Είσοδος: T , M , B0, r0, ΣΔΕ

1: ∆t←− T
M

2: Για i = 1, 2, . . . , M επανάλαβε

3: ti+1 ←− ti + ∆t

4: Παρήγαγε Z(i) ∼ N (0, 1)

5: Υπολόγισvε

∆B(i) ←− Z(i) ·
√

∆t

6: Υπολόγισvε

ri+1 ←− ri +m (ri, ti) dt+ σ (ri, ti)∆B(i)

7: Τέλος_Επανάληψης

8: Επέστρεψε (r0, . . . , rM )
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Αλγόριθμος B.5 Kώδικας σvε R για την προσvομοίωσvη τριών κινήσvεων Brown με χρόνους
διακοπής.

1: > k <- 4000
2: > Dt <- 0.0002
3: > M <- 0.5
4: > t <- seq(0,k, Dt)
5: >
6: > W1 <- c(0,rep(NA,k-1))
7: > W2 <- c(0,rep(NA,k-1))
8: > W3 <- c(0,rep(NA,k-1))
9: > BM <- cbind(W1, W2, W3)

10: >
11: > simaia <- c(0, 0, 0)
12: > flag <- c(NA, NA, NA)
13: >
14: > for(j in 1:3){
15: + for(i in 2:k)
16: + {
17: + if ( simaia[j]==0 ){
18: + z <- rnorm(1,0,1)
19: + check <- BM[i-1, j] + z*sqrt(Dt)
20: + if ( check>=M ){
21: + simaia[j] <- 1
22: + flag[j] <- i-1
23: + BM[i, j] <- M
24: + break
25: + }
26: + else{
27: + BM[i, j] <- BM[i-1, j] + z*sqrt(Dt)
28: + }
29: + }
30: + else{
31: + simaia[j] <- 1
32: + flag[j] <- i-1
33: + break
34: + }
35: + }
36: + }
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Αλγόριθμος B.6 Προσvομοίωσvη της τιμής ομολόγων μέσvω της Feynman-Kač formula.

Είσοδος: N , risk premium, interest-rate model, maturity του ομολόγου

΄Εξοδος: Εκτίμησvη της τιμής του ομολόγου, V̂

1: Δώσvε ένα (σvταθερό) risk premium, qQ (t) := q.

2: Για k = 1, 2, . . . , N επανάλαβε

3: Παρήγαγε αρχική τιμή r(k)0 ∼ U (0, 1)

4: Χρησvιμοποίησvε τον Αλγ. B.4 και λύσvε μια ΣΔΕ της μορφής

dr(k)t =
[
κ
(
r
(k)
t

)
+ σ

(
r
(k)
t

)
q
]

dt+ σ
(
r
(k)
t

)
dBQ

t

= m
(
r
(k)
t

)
dt+ σ

(
r
(k)
t

)
dBQ

t

5: Χρησvιμοποίησvε τον Αλγ. B.3 και υπολόγισvε το ολοκλήρωμα

Î(k) (t)←−
ˆ T

t
r̂(k)s ds

6: Υπολόγισvε

Ŷ (k) (t)←− e−Î(k)(t)

7: Τέλος_Επανάληψης

8: Ŷ (t)←−
(
Ŷ (1) (t) , . . . , Ŷ (N) (t)

)
9: ÊQ

[
Ŷ (t)

]
←− 1

N

N∑
k=1

Ŷ (k) (t)

10: V̂ ←− ÊQ
[
Ŷ (t)

]
11: Επέστρεψε V̂



SumbolisvmoÐ

διάφορες μεταβλητές:

Bt κίνηση Brown
Ft, B, A κλάσεις (οικογένειες) συνόλων

(Ff) (s) μετασχηματισμός Fourier της f στο s
(L f) (s) μετασχηματισμός Laplace της f στο s
u (x, t) λύση μιας μερικής διαφορικής εξίσωσης για (x, t)
Xt, X, X (t) τυχαία μεταβλητή

x διάνυσμα

x αριθμός

γενικά μαθηματικά σύμβολα:

⇐⇒ ισοδυναμία

≡ ταυτίζεται με

=⇒ συνεπαγωγή

[a, b] το κλειστό διάστημα {x ∈ R : a ≤ x ≤ b}
[a, b) το ημιανοικτό διάστημα a ≤ x < b (ανάλογα (a, b], (a, b))
4 ∇2 = ∇ ·∇, η Λαπλασvιανή (Laplasian)
s∧ u min {s, u}
C το σύνολο των μιγαδικών αριθμών

⊆ υποσύνολο του, ⊂ γνήσιο υποσύνολο
exp () εκθετική σvυνάρτησvη (exponential)
E [ ] μέση τιμή

∈ ανήκει σε

∈ Ck [a, b] k-φορές σvυνεχώς παραγωγίσvιμη

f+ max {f , 0}
h̄ 1.054571 J · sec, η σvταθερά του Planck διαιρεμένη με 2π
L2 (R; C) το σvύνολο των τετραγωνικά ολοκληρώσvιμων σvυναρτήσvεων από

το R σvτο C

ln φυσικός λογάρθμος

N το σύνολο των φυσικών αριθμών
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∼ N (µ, σ2) ακολουθεί Κανονική κατανομή με μέση τιμή µ και διασπορά σ2

P [ ] πιθανότητα

R το σύνολο των πραγματικών αριθμών

∼ U (0, 1) ακολουθεί ομοιόμορφη κατανομή σvτο διάσvτημα (0, 1)
V [ ] διασπορά

Ω δειγματικός χώρος

υποδείξεις στην οργάνωση:

§ ενότητα (ή υποενότητα)

§2.3-1 αριθμός της υποενότητας §2.3-1
(Το δεύτερο ψηφίο σε όλες τις αριθμήσεις των υποενοτήτων αναφέρε-

ται στην ενότητα και το ψηφίο μετά την ῾῾-᾿᾿ στην υποενότητα)



BibliografÐa

Οι βιβλιογραφικές αναφορές είναι ταξινομημένες με αλφαβητική σειρά, κατά την αγγλική
αλφάβητο (και όχι σύμφωνα με την εμφάνισή τους στο κείμενο). Αναφορές με περισvσότε-
ρους από ένα συγγραφέα έχουν ταξινομηθεί σύμφωνα με το επίθετο του πρώτου.

[1] S. Albeverio, R. Høegh-Krohn kai S. Mazzucchi. Mathematical Theory of Feynman Path Integrals.
An Introduction. Springer Verlag, Berlin/ Heidelberg, 2h èkdosh, 2008. 24

[2] P. Artzner kai F. Delbaen. Term structure of interest rates: The martingale approach. Adv. Appl.
Math., 10:95�129, 1989. 107, 111

[3] B. Baaquie. Quantum Finance - Path Integrals and Hamiltonians for Options and Interest Rates.
Cambridge University Press, 2004. 107

[4] T. Björk. Arbitrage Pricing Theory in Continuous Time. Oxford University Press, 1998. 107, 111,
116, 127

[5] F. Black kai P. Karasinski. Bond and Option Pricing when Short Rates are Lognormal.
Financial Analysts Journal, 47:52�59, 1991. 126, 127

[6] F. Black kai M. Scholes. Pricing of Options and Corporate Liabilities. J. Political Econ., 81:637�
654, 1973. 67

[7] A. Brace. Swaprate Volatilies in BGM. FMMA NOTES, 1998. 127

[8] A. Brace, D. Gatarek kaiM. Musiela. The Market Model of Interest Rate Dynamics. Math. Finance,
7:127�156, 1997. No 2. 107

[9] D. Brigo kai F. Mercurio. Interest Rate Models - Theory and Practice. Springer-Verlag, 2006. 107,
126, 127, 134

[10] F. E. Burk. A Garden of Integrals. Dolciani Mathematical Expositions, 2007. 24

[11] R. Cameron. A family of integrals serving to connect the Wiener and Feynman integrals.
J. Math. and Phys., 39:126�141, 1960. 36, 39

[12] The Chicago Manual of Style, 15h èkdosvh, University of Chicago Press, Chicago, 2003.

[13] R. Cont. Modelling term structure dynamics: an infinite dimensional approach.
Lyapunov Institute Workshop on Mathematical Finance, 1998. Rocquencourt. 110

[14] J. C. Cox, Ingersoll J. E. kai S. A. Ross. A Theory of the Term Structure of Interest Rates.
Econometrica, 53:385�407, 1985. 126, 127, 132

[15] M. J. Crawley. The R Book. John Wiley and Sons, 2007.

[16] P. J. Daniell. A general form of integral. Annals of Mathematics, 19:279�94, 1918. 30

Κ. Στούρας, Πιθανοθεωρητική Επίλυση Μερικών Διαφορικών Εξισώσεων και η

Αναπαράστασή τους μέσω Path Integrals. Εφαρμογή σε μοντέλα επιτοκίων.
Διπλωματική Εργασvία

c© Εθνικό Μετσvόβιο Πολυτεχνείο, 2010

mailto:kstouras@gmail.com


150 Βιβλιογραφία

[17] P. J. Daniell. Integrals in an infinite number of dimensions. Annals of Mathematics, 20:281�288,
1919. 30

[18] P. J. Daniell. Further properties of the general integral. Annals of Mathematics, 21:203�220, 1920.
30

[19] L. U. Dothan. On the Term Structure of Interest Rates. Journal of Financial Economics, 6:59�69,
1978. 126, 127

[20] N. Dunford kai J. Schwartz. Linear Operators. Interscience Publishers, 1963. 33

[21] J. Dupačová kai J. Štěpán. Stochastic Modeling in Economics and Finance. Kluwer Academic
Publishers, Dordrecht, 2003. 107

[22] R. Durrett. Brownian Motion and Martingales in Analysis. Wadsworth, 1984. 43, 50, 55, 60, 61,

80

[23] P. Erdös kai M. Kač. On the number of positive sums of independent random variables.
Bull. Amer. Math. Soc., 53:1011�1020, 1947. 69

[24] W. Feller. An Introduction to Probability Theory and Its Applications, tìmoc 1. John Wiley & Sons,
1950. 69, 73, 75, 77

[25] R. Feynman. The Principle of Least Action in Quantum Mechanics. PhD dissertation, Princeton
University, Department of Physics, IoÔnioc-AÔgoustoc 1942. Prìsfata ekdìjhke wc Feynman’s
Thesis - A New Approach To Quantum Theory, edited by Laurie M. Brown (Northwestern Univer-
sity, USA, 2005). 23, 150

[26] R. P. Feynman. Space-Time Approach to Nonrelativistic Quantum Mechanics.
Reviews of Modern Physics, 20:367�387, 1948. (Basismèno sthn Didaktorik  Diatrib  tou

Feynman, Princeton, 1942 [25]). 23, 24, 36

[27] D. Fousk�khc. Shmei¸seic sto M�jhma: Upologistikèc Mèjodoi sth Statistik . 9o ex., SEMFE,

EMP, 2010.

[28] A. Friedman. Partial Differential Equations of parabolic type. Prentice-Hall, Englewood Cliffs, NJ,
1964. 55, 60

[29] A. Friedman. Stochastic Differential Equations, tìmoc 1. Academic Press, 1975. 61, 113, 114, 141

[30] I. M. Gelfrand kai A. M. Yaglom. Integration in functional spaces. J. Math. Phys., 1:48�69, 1960.
24

[31] J. Gerald kai M. Lapidus. The Feynman Integral and Feynman’s Operational Calculus. Oxford
University Press, 2000. 24, 36, 40

[32] P. Glasserman. Monte Carlo Methods in Financial Engineering. Springer-Verlag, 2004. 68, 144

[33] K. Hamza, S. D. Jacka kai F. C. Klebaner. The EMM conditions in a general model for interest
rates. Applied Probability, 2005. 107, 111

[34] J. M. Harrison kai S. R. Pliska. A stochastic model of continuous trading: Complete markets.
Stoch. Proc. Appl., 15:313�316, 1983. 107, 110

[35] D. Heath, R. Jarrow kai A. Morton. Bond pricing and the Term Structure of interest rates: a new
methodology for contingent claims valuation. Econometrica, 60:77�105, 1992. 107, 119, 123

[36] S. Heston. A Closed-Form Solution for Options with Stochastic Volatility with Applications to
Bond and Currency Options. Review of Financial Studies, 13:585�625, 1993.

[37] T. Hida, H. H. Kuo, J. Potthoff kai L. Streit. White Noise: An Infinite Dimensional Calculus.
Kluwer Academic Publishers, 1993. 36



Βιβλιογραφία 151

[38] J. Hull kai A. White. Pricing Interest Rate Derivative Securities. The Review of Financial Studies,
3:573�592, 1990. 126, 127

[39] D. H. Hyers, G. Isac kai Th. M. Rassias. Topics in Nonlinear Analysis and Applications. World
Scientific Publishing Company, Singapore, New Jersey, London, 1997.

[40] D. H. Hyers, G. Isac kai Th. M. Rassias. Stability of Functional Equations in Several Variables.
Birkha̋user Boston, Basel, Berlin, 1998.

[41] K. Itô. Stochastic integral. Proc. Imp. Acad. Tokyo, 20:519�524, 1944. 1

[42] K. Itô. On Stochastic Differential Equations, tìmoc 4. Memoir, Amer. Math. Soc., 1951.

[43] K. Itô. Extension of stochastic integrals. Proc. International Symp. Stochastic Diff. Equations,
20:95�109, 1978. Kinokuniya.

[44] K. Itô kai H. P. McKean. Diffusion Processes and their Sample Paths. Springer Verlag, 1965.

[45] M. Kac. Integration in Function Spaces and Some of its Applications. Scuola Normale Superiore,
Pisa, 1980. 38, 40

[46] M. Kac. On Distributions of certain Wiener functionals. Trans. Amer. Math. Soc., 65:1�13, 1949.
38, 41

[47] M. Kac. On some connections between probability theory and differential integral equations. Sto
Proceedings of the Second Berkeley Symposium, selÐdec 89�215, 1951. 61

[48] M. Kac. An Application of Probability Theory to the study of Laplace’s equation. Ann. de Sociètè.
Math. Polonaise., 25:122�130, 1953.

[49] M. Kac. On some probabilistic aspects of classical Analysis. Amer. Math. Monthly., 77:586�597,
1970. 61

[50] J. P. Kahane. Brownian motion and Classical Analysis. Bull. London Math. Soc., 7:145�155, 1976.

[51] G. Kallianpur kai V. G. Papanicolaou. Exact computation of Feynman-type integrals involv-
ing Gaussian random fields. Stochastic Environmental Research and Risk Assessment Journal,
14(1):33�49, M�rtioc 2000. Springer Berlin/ Heidelberg. 24

[52] S. Karan�sioc. JewrÐa Telest¸n kai Efarmogèc. E. M. P., 2009. 33

[53] I. Karatzas kai S. E. Shreve. Brownian Motion and Stochastic Calculus. Springer-Verlag, 1991. 61

[54] G. Keller, G. Kersting kai U. Rösler. On the asymptotic behaviour of solutions of stochastic
differential equations. Z. Wahrscheinlichkeit., 68:163�189, 1984. 24

[55] D. Khandekar, S. Lawande kai K. Bhagwat. Path-Integral Methods and their Applications. World
Scientific, 1993. 24, 107

[56] F. Klebaner. Introduction to Stochastic Calculus With Applications. Imperial College Press, 2h
èkdosh, 2006. 12, 111, 112, 116, 128, 133, 141

[57] H. Kleinert. Path Integrals in Quantum Mechanics Statistics Polymer Physics and Financial Mar-
kets. World Scientific, 5h èkdosh, 2009. 24, 107

[58] P. E. Kloeden kai E. Platen. Numerical Solution of Stochastic Differential Equations. Springer-
Verlag, New York, 1995. 68

[59] P. E. Kloeden, E. Platen kai H. Schurz. Numerical Solution of SDE Through Computer Experiments.
Springer-Verlag, New York, 1994. 68

[60] G. E. Kokol�khc. Shmei¸seic sto M�jhma: An�lush Qronoseir¸n. 8o ex., SEMFE, EMP, 2009.

[61] G. E. Kokol�khc. Shmei¸seic sto M�jhma: Stoqastikèc AnelÐxeic. 7o ex., SEMFE, EMP, 2009.

[62] H. H. Kuo. White Noise Distribution Theory. CRC Press, 1996. 36



152 Βιβλιογραφία

[63] H. H. Kuo. Introduction to Stochastic Integration. Springer-Verlag, 2006. 3, 7, 8, 36, 80

[64] P. Lévy. Sur certains processus stochastiques homogénes. Compositia Mathematica, 7:283�339,
1939. 69

[65] S. Mazzucchi. Mathematical Feynman Path Integrals and their Applications. World Scientific, 2009.
107

[66] H. P. McKean. D plus a bad potential. J. Math. Phys., 18:1277�1279, 1977.

[67] F. Mercurio kai J.M. Moraleda. An Analytically Tractable Interest Rate Model with Humped
Volatility. European Journal of Operational Research, 120:205�214, 2000. 126

[68] F. Mittelbach, D. Carlisle Goosens, M. (me J. Braams kai C. Rowley). The LATEX Companion.
Addison-Wesley, Reading, MA, 2h èkdosh, 2004.

[69] J. von Neumann. Mathematical Foundations of Quantum Mechanics. Princeton University Press,
Princeton, 1955. 26

[70] B. Øksendal. Stochastic Differential Equations. Springer-Verlag, 2h èkdosh, 1995. 9

[71] V. G. Papanicolaou. Short Time Asymptotics for the Trace of One- and Multi-Dimensional
Schrödinger Semigroups. Proceedings of the American Mathematical Society, 107 (4):927�935,

1989. 24

[72] V. G. Papanicolaou. On the Convergence of the Feynman Path Integral for a Certain Class of
Potentials. Journal of Mathematical Physics, 31 (2):342�347, 1990. 24

[73] V. G. Papanicolaou. The Probabilistic Solution of the Third Boundary Value Problem for Second
Order Elliptic Equations. Probability Theory and Related Fields, 87:27�77, 1990. 24

[74] B. G. Papanikol�ou. Shmei¸seic sto M�jhma: Stoqastikèc Diaforikèc Exis¸seic kai Efarmogèc.

9o ex., SEMFE, EMP, 2010. 1, 3, 12, 44, 48

[75] J. M. Rassi�c. Shmei¸seic sto M�jhma: Majhmatik  An�lush I. 1o ex., SEMFE, EMP, 2009.

[76] J. M. Rassi�c. Shmei¸seic sto M�jhma: Majhmatik  An�lush II. 2o ex., SEMFE, EMP, 2009.

[77] Th. Rassias. On the stability of the linear mapping in Banach spaces.
Proceedings of the American Mathematical Society, 72:297�300, 1978.

[78] Th. Rassias. On the stability of functional equations and a problem of Ulam. Acta Appl. Math.,
62:23�130, 2000.

[79] Th. Rassias. On the stability of minimum points. Mathematica, 45 (68) (1):93�104, 2003.

[80] Th. M. Rassias. Functional Equations, Inequalities and Applications. Kluver Academic Publishers,
Dodrecht, Boston, London, 2003.

[81] R. Rebonato. Modern Pricing of Interest-Rate Derivatives. Princeton University Press, 2002. 107

[82] D. Revuz kai M. Yor. Continuous Martingales and Brownian Motion. Springer Verlag, New York,
2h èkdosh, 1999. 5, 111

[83] R. Seydel. Tools for Computational Finance. Springer-Verlag, Berlin Heidelberg New York, 2h
èkdosh, 2004. 68, 107

[84] S. Shreve, P. Chalasani kai S. Jha. Stochastic Calculus and Finance. Lecture Notes, IoÔlioc 1997.

[85] S. Smale. The Mathematics of Time: Essays on Dynamical Systems, Economic Processes and
Related Topics. Springer-Verlag, New York, 1980.

[86] I. Sphli¸thc. Stoqastikèc Diaforikèc Exis¸seic me Efarmogèc sta Qrhmatooikonomik�. SummetrÐa,

2004. 2, 6, 9, 10, 61, 111, 119

[87] I. Sphli¸thc. Shmei¸seic sto M�jhma: Stoqastikèc Diaforikèc Exis¸seic kai Efarmogèc. 9o ex.,

SEMFE, EMP, 2009. 1



Βιβλιογραφία 153

[88] J. Spiliotis. Certain results on a parabolic type Monge-Ampère equation. J. Math. Anal. Appl.,
163(2):484�511, 1992.

[89] J. Spiliotis kai J. Tsinias. Notions of exponential robust stochastic stability, ISS and their Lyapunov
characterizations. International Journal of Robust and Nonlinear Control, 13:173�187, 2003.

[90] J. M. Steele. Stochastic Calculus and Financial Applications. Springer-Verlag, New York, 2001. 9,
64, 65, 79

[91] L. Tan kai S. Xiang. On the Aleksandrov-Rassias problem and the Hyers-Ulam-Rassias stability
problem. Banach J. Math. Anal., 1:11�22, 2007.

[92] O. Vasicek. An equilibrium characterization of the Term Structure. J. Fin. Econ., 5:177�188, 1977.
107, 126, 131

[93] J. Weidmann. Linear Operators in Hilbert Spaces. Springer-Verlag, New York, 1980. 18

[94] N. Wiener. Math. Physics, 2, 1923.? Proc. London Math. Soc. 22, 454, 1924? Acta Math. 55, 117,
1930. 30, 38

[95] N. Wiener. Generalized Harmonic Analysis and Tauberian Theorems. MIT Press, Cambridge,
Mass., 1964. 30



H selÐda aut  eÐnai skìpima leuk 



Euret rio

Πλάγιοι αριθμοί υποδηλώνουν εικόνες ή πίνακες, έντονοι αριθμοί υποδηλώνουν ορισvμούς.

Λέξεις που ξεκινάνε με μαθηματικά σvύμβολα έχουν τοποθετηθεί σvτην αρχή του Ευρετηρίου.

Majhmatik� SÔmbola
Ft-prosvarmosvmènh, 2
h̄, 32

L2
LOC, 2, 4

Q-kindunooudèterh tim , 112

Q ∼ P, 111
4, 32
V2, 2

A, a
affirmative covenants, 93
arcsine law, 76, 77, 79, 87
ajèthsvh apoplhrwm c, 92

ajroisvtik  paroÔsva axÐa, 109

apìdosvh, 94

arq 

abebaiìthtac, 26, 31

duðsvmoÔ, 27

el�qisvthc dr�svhc, 31

upèrjesvhc, 25, 24�27, 29

B, b
Behavioral Finance, 105
Black-Karasinski model, 136
bond indenture, 93

G, c
calibration, 119, 135
Cameron, 39
cap, 104
CFA Institute, 92, 99

Chung, 77
cir model, 136
CIR++ model, 136
cost of capital, 100
coupon rate, 96
coupon, 96
current ratio, 93

D, d
default, 92
deferred coupon bond, 99
Dirac, 29
discount rate, 100
dothan model, 136
duration, 97
Durrett, 43, 55, 60, 80
diaqeÐrisvh ependÔsvewn, 91

Diejnèc Nomisvmatikì TameÐo, 94

dÐkaih tim , 100, 108

dikaÐwma, 104, bl. epÐshc omìlogo wc dikaÐw-

ma, 126

diÔlisvh, 2

dr�svh, 31

E, e
EAR, 108
embedded options, 104
Enterprise Risk Management, 134
Erdös, 69
exponential Vasiček model, 136
Extended Exponential Vasiček model, 136
ekdìthc omolìgou, 92, 104

Κ. Στούρας, Πιθανοθεωρητική Επίλυση Μερικών Διαφορικών Εξισώσεων και η

Αναπαράστασή τους μέσω Path Integrals. Εφαρμογή σε μοντέλα επιτοκίων.
Διπλωματική Εργασvία

c© Εθνικό Μετσvόβιο Πολυτεχνείο, 2010

mailto:kstouras@gmail.com


156 Ευρετήριο

ekjetikì martingale, 114
exÐsvwsvh

Black-Scholes, 64, 67, 117, 125
Euler-Lagrange, 30
Schrödinger, 18�19, 32, 39, 61
jermìthtac, 38, 47, 52, 56

epèktasvh svton L2
LOC, bl. epÐshc L

2
LOC, 5

epitìkio

braquprìjesvmo, 103

braquprìjesvmo svto [t, T ], 116
kouponioÔ omolìgou, 96

onomasvtikì, 96

projesvmiakì svto [S, T ], 115
prìsvw, 103

prìsvw svto [S, T ], 115
svtigmiaÐo trèqousvac topojèthsvhc, 117

svtigmiaÐo projesvmiakì, 117

trèqousvac topojèthsvhc svto [S, T ], 116
epoq , 71

Z, f
face value, 95
fair value, 100, 108
Feller, 69, 73, 77
Feynman-Kač formula, 44, 46, 61, 64, 80, 128
Feynman, 23, 29
filtration, 2
floating rate securities, 99
floor, 104
Forward-Rate Curve, 117
forward rate in [S, T ], 115
Friedman, 55
functional integral, 30

H, g
hmeromhnÐa l xhc omolìgou, 94

J, h
Hamiltonian, 33
Heisenberg, bl. epÐshc arq  abebaiìthtac, 29

HJM Sunj kh Sumbatìthtac, 119, 123

Ho-Lee model, 132�133, 136
Hull-White model, 136
je¸rhma

Fubini, 2, 13, 16, 85, 121
Plancherel, 17, 33

I, i
IMF, 94
instantaneous forward rate, 117
instantaneous spot rate, 117
interest rate risk, 97
interest, 92
investment management, 91
issuer, 92
Itô

formula, 9�14, 47, 53, 57, 62, 121
anèlixh, 12, 120

oloklhr¸svimh, 2

IMM Upìjesvh, 111, 122

isvodÔnama mètra, 111

isvometrÐa telesvt , 33

K, j
Klebaner, 112
KampÔlh

Apodìsvewn, 116

KampÔlh Projesvmiak¸n EpitokÐwn, 117

KampÔlh

Apodìsvewn, 95, 125, 133

kanìnac ginomènou, 14

kindunooudèterh tim , 112

kÐndunoc epanepèndusvhc, 98

kÐnhsvh Brown, 7, 51, 77, 86, 143�147
kìsvtoc

eukairÐac, 100

kefalaÐou, 100

koupìni, 96

L, k
Kač, 38, 41, 69, 77
killing

a process, 45, 80
rate, 45, 56, 80

Kuo, 80
Lagkrasvian , 30

M, l
Lagragian, 30
Laplasian, 32
Lévy, 77
LIBOR, 99
Lie-Kato-Trotter fìrmoula, 34
local martingale, 6, 8, 47, 53, 57, 63



Ευρετήριο 157

localization method, bl. epÐshc local martingale,
2, 47

localizing sequence, 4
Markobian  idiìthta, 49, 54, 59, 128, 138�143

mèjodoc

Euler, 67
Monte Carlo, 68, 126, 134
qwrisvmoÔ metablht¸n, 52

metablhtìthta, 67

tim c omolìgou, 95, 132

metasvqhmatisvmìc

Fourier, 15, 35, 43
Laplace, 19, 81

metr svimh, 2

mètro Wiener, 38

N, m
martingale, 5, 7, 48, 111, bl. epÐshc local mar-

tingale, 127
maturity date, 92, 94
maturity, 95, 102
mean reversion property, 131
Mercurio-Moraleda model, 136
Merton model, 136
modeling, 133�135
nìrma telesvt , 32

X, n
negative covenants, 93
nominal rate, 96
NPV, 109

O, o
opportunity cost, 100
option, 104�105, 126
oloklhrwtikìc metasvqhmatisvmìc, 15

omìlogo, 92, 95, 96, 101

kumainìmenou epitokÐou, 99

qwrÐc koupìnia, 97

wc par�gwgo, bl. epÐshc option, 112

P, p
par value, 95, 102
path integral, 28, 31, 36, 51, 56, 61, 64
Present Value, 100
price volatility, 95
principal, 92

probability amplitude, 24, 28
path integral, 39
paiqnÐdi tou nomÐsvmatoc, 70, 74, 75, 78, 85

paroÔsva axÐa, 100

peÐrama dipl c svqisvm c, 27

pl�toc pijanìthtac, 24, 29

prosvarmosvmènh, blèpe Ft-prosvarmosvmènh

S, r
random field, 110
renormalization constant, 34
replicating portfolio, 122
risk

neutral, 111
premium, 97, 115

reinvestment, 98
Sphli¸thc, 6

svtoqasvtik  prosvomoÐwsvh, 10, 67�68, 126, 143�

147

svunèlixh, 16, 84

T, s
Schrödinger, bl. epÐshc exÐsvwsvh Schrödinger, 29
Schwartz q¸roc, 17, 34, 43

spot rate in [t, T ] , 116
Steele, 79
step-up notes, 98
superposition principle, 24
telesvt c

orjomonadiaÐoc, 33

svuneq c, 32

fragmènoc, 32

tim  omolìgou, 108, 112, 113, 117, 124, 133,

143�147

timolìghsvh (genik�), 100

tìkoc, 92

tuqaÐo pedÐo, 110, 118

U, t
technical default, 93
term

Structure of Interest Rates, 116
to maturity, 94

traders, 92
trading at discount (premium), 97
trustee, 93



158 Ευρετήριο

F, u
unitary, 33
f�svh, 26

Q, v
Vasiček model, 127�132, 135, 136
volatility, 67

Y, w
Wiener, 30, 38

Integral, 30
Path Integral, 39

y
Yield Curve, 95, 116
yield, 94

z
zero coupon bonds, 97�98, 108�112


	Εξώφυλλο
	Copyright
	Περίληψη
	Abstract
	Πρόλογος
	Περιεχόμενα
	Κατάλογος Εικόνων
	Κατάλογος Πινάκων
	Κατάλογος Αλγορίθμων
	1 Μαθηματικά Προαπαιτούμενα
	1.1 To oλοκλήρωμα Itô στον L2LOC
	1.1-1 Συνοπτική περιγραφή της L2LOC επέκτασης

	1.2 O τύπος του Itô
	1.3 Oλοκληρωτικοί Μετασχηματισμοί
	1.3-1 O μετασχηματισμός Fourier
	1.3-2 Επίλυση μιας ειδικής περίπτωσης της Schrödinger 
	1.3-3 O μετασχηματισμός  Laplace


	Μέρος I Εφαρμογές στη Μαθηματική Ανάλυση
	2 'Ena Νέο Ολοκλήρωμα: Feynman Path Integral
	2.1 H Αρχή της Υπέρθεσης των πιθανοτήτων μετάβασης
	2.2 Ορίζοντας την πιθανότητα μετάβασης ενός  path 
	2.3 O φορμαλισμός του Feynman
	2.3-1 'Όλα πρέπει να είναι συμβατά με την Schrödinger

	2.4 Πέρα από τον Feynman: Εμπνέοντας άλλους

	3 Μια Σύνδεση Ανάλυσης και Θεωρίας Πιθανοτήτων
	3.1 Κάποιες πρώτες συνδέσεις
	3.1-1 Εξουδετερωμένη (killed) κίνηση Brown

	3.2 H εξίσωση θερμότητας
	3.3 H Μη Ομογενής Εξίσωση Θερμότητας
	3.4 H Feynman-Kač formula για την κίνηση Brown
	3.5 H Feynman-Kač formula για ανελίξεις Itô 
	3.6 H άλλη οπτική της  Feynman-Kač: Στοχαστική Προσομοίωση

	4 O Νόμος του Arcsin του Lévy
	4.1 Το ιδεατό παιχνίδι του νομίσματος και η σύνδεσή του με τις στοχαστικές ανελίξεις
	4.2 Η διακριτή περίπτωση: τυχαίος περίπατος
	4.2-1 Τελευταία δυνατή ισοπαλία κερδών-ζημίας και μακρές περίοδοι κερδών

	4.3 H συνεχής περίπτωση: κίνηση Brown
	4.3-1 Μερικές ακόμη εφαρμογές



	Μέρος II Εφαρμογές στα Χρηματοοικονομικά
	5 Χαρακτηριστικά Γνωρίσματα των Ομολόγων
	5.1 Εισαγωγή
	5.2 Συμβόλαια ομολόγων και όροι
	5.3 Διάρκεια ως τη λήξη 
	5.4 Par value
	5.5 Ονομαστικό επιτόκιο και κουπόνια
	5.5-1 Zero coupon bonds 
	5.5-2 Step-up notes
	5.5-3 Deferred coupon bonds

	5.6 Τιμολόγηση ομολόγων για την περίπτωση διακριτού ανατοκισμού
	5.7 Διάφορα είδη επιτοκίων: Διακριτή Περίπτωση
	5.8 Embedded options ομολόγων

	6 Στοχαστικά Μοντέλα Επιτοκίων
	6.1 Ομόλογα χωρίς κουπόνια
	6.1-1 Τιμολόγηση ομολόγων με στοχαστικά επιτόκια

	6.2 Μοντέλα ομολόγων προσαρμοσμένα στην κίνηση Brown
	6.3 Διάφορα είδη επιτοκίων: Συνεχή Περίπτωση
	6.4 Μοντέλα για το spot rate 
	6.5 Υπολογισμός της Καμπύλης Αποδόσεων ομολόγων
	6.5-1 To μοντέλο του Vasiček
	6.5-2 To μοντέλο των Ho και Lee

	6.6 Γενικά σχόλια για τη μοντελοποιήση ομολόγων


	Παράρτημα
	A Η Ιδιότητα Μarkov των Λύσεων
	Β Υλοποιήσεις που χρησιμοποιήθηκαν
	Συμβολισμοί
	Βιβλιογραφία
	Ευρετήριο


